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中 文 摘 要 ： 本文研究一內含有限長裂紋之無窮域磁電彈材料，於距離裂紋尖端
h的裂紋面上，施予一對反平面機械點載荷，且受到無窮多個繞射波
影響之暫態問題。先在拉普拉斯轉換域中，求得含半無限長裂紋之
無窮域磁電彈材料的曳引力型和位移型基本解，且在轉換域中利用
曳引力型負載之基本解做疊加，可獲得入射波於轉換域中的解；接
著再運用座標轉換與位移型基本解做疊加，可得到裂紋尖端的第二
次繞射波；如此反覆進行，可得到兩裂紋尖端的無窮多個的繞射波
之全場解與應力、電位移、磁感應強度因子；最後再使用做兩次逆
轉換以求得時域中之暫態解。最後對結果進行數值計算，做詳細的
討論並與文獻上的特例做比較。

中文關鍵詞： 磁電彈材料、有限長裂紋、暫態、應力強度因子、繞射波

英 文 摘 要 ： Many multiferroic composites, made of piezoelectric and
piezomagnetic or magnetostrictive materials can achieve
much large magnetoelectric coupling than those in single-
phase materials. The magnetoelectric effect in magneto-
electro-elastic(MEE) materials has many potential
innovative applications in multifunctional devices such as
current sensors, magnetic sensors, and magnetic energy
harvesters. This study is to investigate the transient
response of a finite crack in MEE materials subjected to
anti-plane mechanical concentrated load on the crack faces.
First, three useful fundamental solutions were derived and
the solutions can be determined by superposition of the
fundamental solutions in the Laplace transform domain.
Then the coordinate transformation and  superposition of
the displacement fundamental solution were used to obtain
the second diffraction wave of the crack tip. Finally, the
Cagniard method of Laplace inversion was applied to obtain
the transient solutions in time domain. The numerical
results were evaluated and discussed in detail.

英文關鍵詞： magneto-electro-elastic material, finite crack, transient,
stress intensity factor, diffraction wave
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摘要 

    本文研究一內含有限長裂紋之無窮域磁電彈材料，於距離裂紋尖端 ℎ的裂紋面上，

施予一對反平面機械點載荷，且受到無窮多個繞射波影響之暫態問題。先在拉普拉斯

轉換域中，求得含半無限長裂紋之無窮域磁電彈材料的曳引力型和位移型基本解，且

在轉換域中利用曳引力型負載之基本解做疊加，可獲得入射波於轉換域中的解；接著

再運用座標轉換與位移型基本解做疊加，可得到裂紋尖端的第二次繞射波；如此反覆

進行，可得到兩裂紋尖端的無窮多個的繞射波之全場解與應力、電位移、磁感應強度

因子；最後再使用做兩次逆轉換以求得時域中之暫態解。最後對結果進行數值計算，

做詳細的討論並與文獻上的特例做比較。 

關鍵詞：磁電彈材料、有限長裂紋、暫態、應力強度因子、繞射波 

 

Abstract 

    Many multiferroic composites, made of piezoelectric and piezomagnetic or 

magnetostrictive materials can achieve much large magnetoelectric coupling than those in 

single-phase materials. The magnetoelectric effect in magneto-electro-elastic(MEE) 

materials has many potential innovative applications in multifunctional devices such as 

current sensors, magnetic sensors, and magnetic energy harvesters. This study is to 

investigate the transient response of a finite crack in MEE materials subjected to anti-plane 

mechanical concentrated load on the crack faces. First, three useful fundamental solutions 

were derived and the solutions can be determined by superposition of the fundamental 

solutions in the Laplace transform domain.  Then the coordinate transformation and  

superposition of the displacement fundamental solution were used to obtain the second 

diffraction wave of the crack tip. Finally, the Cagniard method of Laplace inversion was 

applied to obtain the transient solutions in time domain. The numerical results were evaluated 

and discussed in detail. 

Keywords: magneto-electro-elastic material, finite crack, transient, stress intensity factor, 

diffraction wave  
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第一章 緒論 

 

1.1 研究動機 

 隨著材料科技與製造技術的改善，磁電彈材料因其擁有獨特的磁電耦合性質，成

為學界和工業界中備受關注的焦點，吸引了不少學者投入對此材料的研究。此材料同

時具有壓電性(piezoelectricity)與壓磁性(piezomagneticity)，且相較於單一的壓電材料

及壓磁材料多出了磁電耦合的特性。這樣的突破，使得磁電彈材料被大量且廣泛運用

在制動器、智慧型結構元件與感應器等工業機械的基本元件上。 

 由於磁電彈複合材料多為脆性材料，在遭受外力時，容易因過大的應力產生預期

外的損壞，其中裂紋的產生已成為製造商與使用者想盡力避免的狀況，但卻無法完全

迴避的問題。加上可能有許多感應器與制動器在機械中的位置，恰好在維修時不易觸

及的地方，導致檢查和更換的困難；如此一來，對於磁電彈材料的動力破壞分析，便

顯得愈發重要。本文將利用理論解析與數值計算來研究一內含有限長裂紋之無窮域磁

電彈材料，受動力載荷下，裂紋尖端產生的無窮多個繞射波的影響，以模擬現實中感

應器等元件有裂紋產生且受動力載荷時的情形。 

 

1.2 文獻回顧與探討 

 1880 年，科學家 Curie 兄弟發現，對電氣石(tourmaline)施加一機械應力，會在其

表面產生電荷，且電荷量與壓力的大小呈線性關係，這種因為應力而產生電位差的現

象即為壓電效應。而磁電效應，是指利用磁場變化誘使電場產生變化或利用電場變化

使磁場產生變化的現象。磁壓電複合材料的緣起和磁電耦合之電磁係數的發現，最早

可追溯至 Suchtelen (1972)的研究。Boomgaard et al. (1974)利用 Fe-Co-Ti-Ba-O 等元素

成功合成出壓電性與壓磁性兼具的磁電彈複合材料。 
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 壓電材料內含裂紋的破壞問題在近年來已有不少學者進行研究，但時至今日，裂

紋面之邊界條件的假設仍有爭議，其種類大致可分為幾種。前兩種假設為 Bleustein 

(1968)所提出，分別為在裂紋面覆蓋一層極薄的導電金屬，且導電電極完美接地，因

此裂紋上、下表面之電位能皆為零；第二種假設為真空邊界條件，此假設為上、下兩

裂紋間存在一真空區域。利用 Bleustein (1968)的理論進行相關含有裂紋之磁電彈材料

的研究與討論有 Bagheri (2017)、Chen and Mai (2012)、Wang et al. (2007)。接著 Parton 

(1976)假設裂紋面為無曳引力且具可誘電性，但材料之介電常數與壓磁常數和空氣或

真空相差甚遠，因此裂紋上、下表面之電位能，應該為不連續。Deeg (1980)假設在裂

紋面上電位移的垂直分量為零，就是裂紋面具有不可誘電性。 

 對於無窮域磁電彈材料中內含單一或多個裂紋的反平面問題分析有 Gao et al. 

(2003a, b)、Sih and Chen (2003)、Sih et al. (2003)、Chen (2009)，其中 Gao et al. (2003a, 

b)曾針對兩種不同磁電彈材料間的單一或數個裂紋的靜力問題做出討論，而 Sih and 

Chen (2003)與 Sih et al. (2003)則探討了 mode-I 以及 mode-II 的裂紋，在不同邊界條件

下和不同的初始裂紋角度的破壞力學行為。相較於 Gao et al. (2003a, b)和 Sih et al. (2003)

對含有裂紋之磁電彈材料的靜力問題的研究，Chen(2009)對於一擴展裂紋的動力破壞

問題之暫態型研究就顯得困難許多，其假設負載施加在一開始的擴展裂紋面上，使用

移動座標系，假設裂紋間含流體，電位能與磁位能在材料與流體之交界面連續，本計

畫於裂紋面邊界條件之假設，亦將採用此種假設型式。 

 文獻上研究含半無限長靜止裂紋之無窮域磁電彈材料的學者相當多，因為只有

一個裂紋尖端，計算時並不會產生反複繞射的問題。本研究參考毛思瑤(2019)半無窮

長裂紋之無窮域磁電彈材料求得曳引力及位移型強度因子，在進一步推算其強度因子。

本研究相較於毛思瑤(2019)為有限長靜止裂紋之無窮域磁電彈材料，其問題因為含有

兩個裂紋尖端，會來回產生無窮多個繞射波，由於數學上的困難，研究者大多利用純

數值計算的方法來求解，然而，我們可以使用疊加方法，在解析原問題前，先求得對
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半無限長裂紋施加一指數型負載之曳引力和位移基本解，再配合座標轉換的方式求出

反向的位移基本解，並利用此基本解在拉普拉斯轉換域中進行疊加，這樣即可求得此

複雜問題的解。本計畫將採用此方法來求解此含有限長靜止裂紋之無窮域磁電彈材料

之動力破壞問題，將基本解在一次拉普拉斯轉換域中進行疊加，最後再將其中一側之

繞射波疊加在另一端，這麼一來可以得到該裂紋尖端受到無限多個繞射波之影響，最

後使用 Cagniard method (1939)做二次逆轉換來求得時域中之暫態解。 

 做逆轉換時，多數學者皆利用數值逆轉換來求得時域解，Aboudi (2017)利用兩次

的傅立葉轉換及逆轉換來獲取全場解析解，Ryvkin and Hadar (2015)使用有限項離散傅

立葉轉換及有限元素法針對問題進行解析、分析，並運用應力強度因子 K來處理均質

材料中裂紋尖端的受力問題。Ing and Wang (2004a, 2004b)則使用Cagniard method(1939)

來進行二次拉普拉斯逆轉換，獲得時域中的解析解。 
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第二章 理論基礎 

    本章首先針對此研究中探討的問題以及所用到的理論作一些簡單的介紹。在本研

究將介紹如何由磁電彈材料控制方程、本構方程以及不同的邊界條件進而推導出曳引

力及位移型基本解，再利用疊加方法得到其個別的強度因子。其次則是介紹解析此數

學問題的一些重要方法和定義，包含拉普拉斯轉換、座標轉換、Wiener-Hopf method、

Cagniard de-Hoop method (de Hoop (1960))等。 

 

2.1 問題描述 

    首先考慮一有限長度裂紋之磁電彈材料，其材料系數可參考表 1，長度為 l，裂

紋面上的點載荷與裂紋尖端 A 的距離為 h，幾何結構示意圖如圖 1 所示。假設有一

入射波傳向 A 端，且在 A 點產生繞射波，隨著時間的推演，繞射波傳遞到 B 端且在

B 端也產生繞射波，此點產生的繞射波隨著時間的傳遞又到了 A 端，並在 A 端產生

第二個繞射波，以此類推。本計畫可描述裂紋尖端 A 當受到無限個繞射波影響下之

暫態解析，最後比較其與數值解之差異。 

因本計畫要先求出曳引力型和位移型基本解，若考慮的問題為反平面問題，只考

慮 z 方向上的反平面位移且只與ሺ𝑥, 𝑦ሻ有關，即 

𝑢௫ ൌ 𝑢௬ ൌ 0,   𝑢௭ ൌ 𝑤ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ                     (1) 

又考慮平面電場與磁場，故 

𝐸௫ ൌ 𝐸௫ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ,   𝐸௬ ൌ 𝐸௬ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ,   𝐸௭ ൌ 0          (2) 

𝑀௫ ൌ 𝑀௫ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ,   𝑀௬ ൌ 𝑀௬ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ,   𝑀௭ ൌ 0       (3) 

    其中𝑢௫、𝑢௬、𝑢௭分別為𝑥、𝑦、𝑧方向上的位移，𝐸௫、𝐸௬、𝐸௭為電場強度，𝑀௫、

𝑀௬、𝑀௭為磁場強度。 
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2.2 磁電彈材料控制方程與本構方程 

此磁電彈材料之反平面控制方程式如下： 

𝐶ସସ𝛻ଶ𝑤 ൅ 𝑒ଵହ𝛻ଶ𝜙 ൅ 𝑓ଵହ𝛻ଶ𝜓 ൌ 𝜌 డమ௪

డ௧మ                  (4) 

𝑒ଵହ𝛻ଶ𝑤 െ 𝜀ଵଵ𝛻ଶ𝜙 െ 𝑔ଵଵ𝛻ଶ𝜓 ൌ 0                    (5) 

  𝑓ଵହ𝛻ଶ𝑤 െ 𝑔ଵଵ𝛻ଶ𝜙 െ 𝜇ଵଵ𝛻ଶ𝜓 ൌ 0                    (6) 

其中𝑤為𝑧方向的反平面位移，𝜙為電位能，𝜓為磁位能，𝐶ସସ為彈性常數，𝑒ଵହ為壓

電常數，𝜀ଵଵ介電常數，𝑓ଵହ為壓磁常數，𝑔ଵଵ為磁電常數，𝜇ଵଵ為磁性常數，𝜌為材料密

度，𝛻ଶ為兩次拉普拉斯運算子，即 

𝛻ଶ ≡ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మ                                   (7) 

 

位於磁電彈材料裂紋間所含一流體，其控制方程如下： 

డమథሺ೑ሻ

డ௫మ ൅ డమథሺ೑ሻ

డ௬మ ൌ 0 ൌ 𝜀ଶ డమథሺ೑ሻ

డ௧మ                        (8) 

డమటሺ೑ሻ

డ௫మ ൅ డమటሺ೑ሻ

డ௬మ ൌ 0 ൌ 𝜀ଶ డమటሺ೑ሻ

డ௧మ                        (9) 

其中𝜙ሺ௙ሻ為裂紋間流體之電位能，𝜓ሺ௙ሻ為裂紋間流體之磁位能，𝜀趨近於0ା。 

 此問題的本構方程式如下: 

𝜏௫௭ ൌ 𝐶ସସ
డ௪

డ௫
൅ 𝑒ଵହ

డథ

డ௫
൅ 𝑓ଵହ

డట

డ௫
                      (10) 

𝜏௬௭ ൌ 𝐶ସସ
డ௪

డ௬
൅ 𝑒ଵହ

డథ

డ௬
൅ 𝑓ଵହ

డట

డ௬
                      (11) 

𝐷௫ ൌ 𝑒ଵହ
డ௪

డ௫
െ 𝜀ଵଵ

డథ

డ௫
െ 𝑔ଵଵ

డట

డ௫
                      (12) 

𝐷௬ ൌ 𝑒ଵହ
డ௪

డ௬
െ 𝜀ଵଵ

డథ

డ௬
െ 𝑔ଵଵ

డట

డ௬
                      (13) 
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𝐵௫ ൌ 𝑓ଵହ
డ௪

డ௫
െ 𝑔ଵଵ

డథ

డ௫
െ 𝜇ଵଵ

డట

డ௫
                      (14) 

𝐵௬ ൌ 𝑓ଵହ
డ௪

డ௬
െ 𝑔ଵଵ

డథ

డ௬
െ 𝜇ଵଵ

డట

డ௬
                      (15) 

  其中𝜏௜௝為應力張量，𝐷௜為電位移，𝐵௜為磁感應。 

 因控制方程(4) ~ (6)為𝑤、𝜙、𝜓耦合之方程式，為了將其耦合拆解，令兩變數χ、ζ

與𝜙、𝜓、𝑤的關係如下： 

𝜙 ൌ ଵ

ఓభభఌభభିሺ௚భభሻమ ሾሺ𝜇ଵଵ𝑒ଵହ െ 𝑔ଵଵ𝑓ଵହሻ𝑤 െ 𝜇ଵଵ𝜒 ൅ 𝑔ଵଵ𝜁ሿ  (16) 

𝜓 ൌ ିଵ

ఓభభఌభభିሺ௚భభሻమ ሾሺ𝑔ଵଵ𝑒ଵହ െ 𝜀ଵଵ𝑓ଵହሻ𝑤 െ 𝑔ଵଵ𝜒 ൅ 𝜀ଵଵ𝜁ሿ   (17) 

將(16)、(17)式代入(4) ~ (6)之控制方程式可得： 

𝛻ଶ𝑤 ൌ 𝑏ଶ డమ௪

డ௧మ                                    (18) 

𝛻ଶ𝜒 ൌ 𝜀ଶ డమఞ

డ௧మ                                     (19) 

𝛻ଶ𝜁 ൌ 𝜀ଶ డమ఍

డ௧మ                                    (20) 

其中趨近於0，且 

𝑏 ൌ ට
ఘ

௖ర̅ర
ൌ ଵ

௖
                                  (21) 

此處𝑐ସ̅ସ為磁電彈耦合係數，且 

𝑐ସ̅ସ ൌ 𝑐ସସ ൅ ଵ

ఓభభఌభభିሺ௚భభሻమ ሺ𝜇ଵଵ𝑒ଵହ െ 𝑔ଵଵ𝑓ଵହሻ                

െ ଵ

ఓభభఌభభିሺ௚భభሻమ ሺ𝑔ଵଵ𝑒ଵହ െ 𝜀ଵଵ𝑓ଵହሻ            (22) 
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2.3 邊界條件 

 此問題之邊界條件為含有特徵長度的混合型邊界條件，可描述如下： 

𝜏௬௭ሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ ൌ െ𝜏଴𝛿ሺ𝑥 ൅ ℎሻ𝐻ሺ𝑡ሻ ,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0    (23) 

𝐷௬ሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ െ 𝐷௬
ሺ௙ሻሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ                           

ൌ െ𝐷଴𝛿ሺ𝑥 ൅ ℎሻ𝐻ሺ𝑡ሻ ,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0    (24) 

𝐵௬ሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ െ 𝐵௬
ሺ௙ሻሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ                            

ൌ െ𝐵଴𝛿ሺ𝑥 ൅ ℎሻ𝐻ሺ𝑡ሻ ,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0    (25) 

𝑤ሺ𝑥, 0ା, 𝑡ሻ െ wሺ𝑥, 0ି, 𝑡ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0        (26) 

𝜙ሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ െ 𝜙ሺ௙ሻሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0     (27) 

𝜓ሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ െ 𝜓ሺ௙ሻሺ𝑥, േδ, 𝑡ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0     (28) 

    其中𝛿ሺ ሻ為 Dirac delta function，𝐻ሺ𝑡ሻ為 Heaviside function，𝐷௬為材料區之電位移，

𝐵௬為材料區之磁感應，𝐷௬
ሺ௙ሻ

為裂紋間流體之電位移，𝐵௬
ሺ௙ሻ

為裂紋間流體之磁感應，𝜙、𝜓

分別為材料區之電位能與磁位能，𝜙ሺ௙ሻ、𝜓ሺ௙ሻ分別為流體之電位能與磁位能。 

式(23) ~ (25)其物理意義是說明在 𝑥 ൌ െℎ 處施加之剪應力、電位移與磁感應，

其中(24) ~ (25)代表流體與材料區之電位移與磁感應之差值，為施加之電位移與磁感

應。(26) ~ (28)說明材料與流體之電位能與磁位能是連續的，且(26)的結果是因上下平

面施予大小相等方向相反之負載，因此在𝑥 ൐ 0的𝑥軸上，其位移𝑤等於零。 

 

2.4 拉普拉斯轉換(Laplace Transform) 

    本研究探討之控制方程、本構方程等方程式型皆為偏微分方程式，擬採用積分轉

換法，將偏微分方程式，經由二次拉普拉斯轉換，變成常微分方程式。首先對時間 𝑡 

取單邊拉普拉斯轉換，其定義如下： 
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 𝑤ഥሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ׬ 𝑤ሺx, y, 𝑡ሻ𝑒ି௦௧ஶ
଴ 𝑑𝑡                    (29) 

    再由(29)式，對位置 𝑥 取雙邊拉普拉斯轉換，其定義如下 

 𝑤ഥ ∗ሺ𝜆, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ׬ 𝑤ഥሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ𝑒ି௦ఒ௫ஶ
଴ 𝑑𝑥                 (30) 

    單邊與雙邊拉普拉斯轉換的逆轉換則可以下列兩式表示 

  𝑤ഥሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬ 𝑤ഥ ∗ሺ𝜆, 𝑦, 𝑠ሻ𝑒௦ఒ௫

௰ 𝑑ሺ𝑠𝜆ሻ             (31) 

  𝑤ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬ 𝑤ഥሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ𝑒௦௧

௰ 𝑑𝑠                  (32) 

    其中𝛤表示𝜆的複數平面上沿著虛軸從 െ𝑖∞ 到 𝑖∞ 的積分路徑。   

    由於本計畫之邊界條件，為擁有一特徵長度 ℎ 之混合型邊界問題，於數學上無

法直接解析，因此選擇運用疊加之方式。解析原問題前，擬先求得於裂紋面施加一指

數型負載𝑒௦ఎ௫的基本解，其物理意義是相對於有一點載荷，以 1/𝜂 之速度向左移動。 

 

2.5 座標轉換 

當右裂紋尖端的繞射波行進到左裂紋尖端時，我們將進行座標轉換，目的是要以

左裂紋尖端來做疊加。由圖 1，我們將原本的負載在一次轉換域中用曳引力型基本解

作疊加，可得到 A 點的第一次繞射波。再將座標轉換後，利用位移型基本解在一次轉

換域做疊加，可得到 B 點的第一次繞射波；再將 B 點的第一次繞射波做一次座標轉

換，在 A 點做疊加，就可以得到 A 點第二次的繞射波。以此類推，用相同的做法可以

得到載兩裂紋尖端受 N 次繞射之影響。 

 

2.6  Wiener-Hopf method 
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 Wiener-Hopf 方法常被應用於混合型邊界條件之偏微分方程的求解，其技巧乃以

商分解，將一個複數函數拆解為正(+)、負(－)兩個函數，兩個函數分別於複數平面上

的某部分可解析，本計畫將運用此方法進行拆解偏微分方程以獲得解析解。 

 

2.7  Cagniard method 

  Cagniard (1939)方法，或者被稱為 Cagniard de-Hoop method (de Hoop (1960))，其

原理是利用變數變換將積分路徑改變，把轉換域中的𝑓̅∗ሺ𝜆, 𝑦, 𝑠ሻ直接做兩次逆轉換得到

時域中的𝑓ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ。此技巧能將兩次逆轉換的工作一次完成，對於波傳問題的研究分

析，有十分廣泛的應用及可觀的貢獻。 

 本計畫擬在獲得兩次拉普拉斯轉換域中之全場解析解之後，利用 Cagniard (1939)

方法二次逆轉換法，求得在時間域中之暫態解。最後，再對其暫態解進行數值計算，

對結果做詳細的討論並與文獻上的特例做比較。 
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第三章 基本解 

3.1 曳引力型基本解 

    考慮一無窮域靜止之磁電彈材料，幾何結構示意圖如  圖 2 所示。本計畫假設上、

下兩裂紋面間含一流體。 

 對邊界條件(23)取單邊、雙邊拉普拉斯轉換，可得 

𝜏̅∗௬௭ሺ𝜆, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ െ ఛబ

௦
𝑒௦ఒ௛                           (33) 

 對(33)式進行一次逆轉換，可得 

𝜏̅௬௭ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ െ ఛబ

ଶగ௜
׬ 𝑒௦ఒሺ௫ା௛ሻ

௰ഊ
𝑑𝜆                  (34) 

 觀察邊界條件(34)，可知其為空間函數𝑒௦ఎ௫的積分式，所以若能先求得一次拉普

拉斯轉換域中的此指數型負載之解，即可利用此基本解進行疊加而得到原問題的解。

此指數型負載的邊界條件可以描述如下： 

𝜏̅௬௭ሺ𝑥, 0, 𝑠ሻ ൌ 𝑒௦ఎ௫ ,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0                (35) 

𝑤ഥሺ𝑥, 0, 𝑠ሻ ൌ 0,   0 ൏ 𝑥 ൏ ∞                      (36) 

𝐷ഥ௬ሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝐷ഥ௬
ሺ௙ሻሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0   (37) 

𝐵ത௬ሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝐵ത௬
ሺ௙ሻሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0   (38) 

𝜙തሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝜙തሺ௙ሻሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0    (39) 

𝜓തሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝜓തሺ௙ሻሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0    (40) 

    其中𝐷ഥ௬、𝐷ഥ௬
ሺ௙ሻ

、𝐵ത௬、𝐵ത௬
ሺ௙ሻ

、𝜙ത、𝜙തሺ௙ሻ、𝜓ത、𝜓തሺ௙ሻ為一次拉普拉斯轉換域中材料與

流體的電位移、磁位移、電位能與磁位能，δ趨近於0ା 

 對(18)(19)(20)做雙邊拉普拉斯轉換取通解，可得 
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𝑤ഥ ∗ሺ𝜆, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ 𝑠𝑔𝑛 ሺ𝑦ሻ 𝐴ሺ𝑠, 𝜆ሻeି௦ఈ|௬| , 𝑅𝑒ሺ𝛼ሻ ൐ 0      (41) 

�̅�∗ሺ𝜆, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ 𝑠𝑔𝑛 ሺ𝑦ሻ 𝐵ሺ𝑠, 𝜆ሻeି௦ఉ|௬| , 𝑅𝑒ሺ𝛽ሻ ൐ 0      (42) 

𝜁∗̅ሺ𝜆, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ 𝑠𝑔𝑛 ሺ𝑦ሻ 𝐶ሺ𝑠, 𝜆ሻeି௦ఉ|௬| , 𝑅𝑒ሺ𝛽ሻ ൐ 0       (43) 

    其中𝐴、𝐵、𝐶為一個 𝑠 與 𝜆 的未知函數 

𝛼ሺ𝜆ሻ ൌ √𝑏ଶ െ 𝜆ଶ           (44) 

𝛽ሺ𝜆ሻ ൌ √𝜀ଶ െ 𝜆ଶ                                (45) 

    對(8)(9)做雙邊拉普拉斯轉換並取通解，可得 

𝜙ത∗ሺ௙ሻ
ൌ 𝐷ିሺ𝑠, 𝜆ሻeି௦ఉ௬ ൅ 𝐷ାሺ𝑠, 𝜆ሻe௦ఉ௬               (46) 

𝜓ത∗ሺ௙ሻ
ൌ 𝐸ିሺ𝑠, 𝜆ሻeି௦ఉ௬ ൅ 𝐸ାሺ𝑠, 𝜆ሻe௦ఉ௬               (47) 

 其中𝐷ି、𝐷ା、𝐸ି、𝐸ା為一個 𝑠 與 𝜆 的未知函數。 

 首先考慮𝑦 ൐ 0上半平面的情況，並令 

𝑐ଵ ൌ ఓభభ௘భఱି௚భభ௙భఱ

ఓభభఌభభିሺ௚భభሻమ                     (48) 

𝑐ଶ ൌ
ఌభభ௙భఱష೒భభ೐భఱ

ఓభభఌభభିሺ௚భభሻమ                  (49) 

𝑚଴ ൌ 𝜇ଵଵ𝜀ଵଵ െ ሺ𝑔ଵଵሻଶ                 (50) 

    對(16)(17)做拉普拉斯轉換，並將(41) ~ (43)帶入，再根據(39)(40)可以得到 

𝑐ଵ𝐴eି௦ఈ௬ ൅ ିఓభభ

௠బ
𝐵eି௦ఉ௬ ൅ ௚భభ

௠బ
𝐶eି௦ఉ௬                    

ൌ 𝐷ିeି௦ఉ௬ ൅ 𝐷ାe௦ఉ௬     (51) 

 

𝑐ଶ𝐴eି௦ఈ௬ ൅ ௚భభ

௠బ
𝐵eି௦ఉ௬ ൅ ିఌభభ

௠బ
𝐶eି௦ఉ௬                    

ൌ 𝐸ିeି௦ఉ௬ ൅ 𝐸ାe௦ఉ௬     (52) 

    對(35)(36)再做一次拉普拉斯轉換 
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𝜏̅∗௬௭ሺ𝑥, 𝛿, 𝑠ሻ ൌ ଵ

௦ሺఎିఒሻ
൅ 𝜏̅ା∗                          (53) 

𝑤ഥ ∗ሺ𝑥, 𝛿, 𝑠ሻ ൌ 𝑤ഥି
∗ ൌ 𝐴ሺ𝑠, 𝜆ሻ                        (54) 

    其中𝜏̅ା∗代表在𝑥 ൐ 0 時的應力張量，𝑤ഥି
∗代表在裂紋面上𝑥 ൏ 0的位移。 

 對本構方程(10) ~ (15)取單邊雙邊拉普拉斯轉換，將(16)(17)同取拉普拉斯轉換

再帶入(10) ~ (15)並化簡，得 

𝜏̅௫௭
∗ ൌ �̅�ସସ𝑠𝜆𝑤ഥ ∗ െ 𝑠𝜆𝑐ଵχത∗ െ 𝑠𝜆𝑐ଶ𝜁∗̅                  (55) 

𝜏௬̅௭
∗ ൌ �̅�ସସ

ௗ௪ഥ ∗

ௗ௬
െ 𝑐ଵ

ௗχത∗

ௗ௬
െ 𝑐ଶ

ௗ఍ത∗

ௗ௬
                     (56) 

𝐷ഥ௫
∗

ൌ 𝑠𝜆χത∗                 (57) 

𝐷ഥ௬
∗

ൌ ௗχത∗

ௗ௬
                                      (58) 

𝐵ത௫
∗

ൌ 𝑠𝜆𝜁∗̅               (59) 

𝐵ത௬
∗

ൌ ௗ఍ത∗

ௗ௬
                                     (60) 

 將(41) ~ (43)、(50)帶入(56)，得 

𝜏̅௬௭
∗ ሺ𝜆, 𝛿, 𝑠ሻ ൌ �̅�ସସሺെ𝑠𝛼ሻ𝐴 ൅ 𝑐ଵሺ𝑠𝛽ሻ𝐵 ൅ 𝑐ଶሺ𝑠𝛽ሻ𝐶           

ൌ ଵ

௦ሺఎିఒሻ
൅ 𝜏̅ା∗                          (61) 

 裂紋間流體之本構方程如下 

𝐷௫
ሺ௙ሻ ൌ െ𝜀ଵଵ

ሺ௙ሻ డథሺ೑ሻ

డ௫
െ 𝑔ଵଵ

ሺ௙ሻ డటሺ೑ሻ

డ௫
                  (62) 

𝐷௬
ሺ௙ሻ ൌ െ𝜀ଵଵ

ሺ௙ሻ డథሺ೑ሻ

డ௬
െ 𝑔ଵଵ

ሺ௙ሻ డటሺ೑ሻ

డ௬
                  (63) 

𝐵௫
ሺ௙ሻ ൌ െ𝑔ଵଵ

ሺ௙ሻ డథሺ೑ሻ

డ௫
െ 𝜇ଵଵ

ሺ௙ሻ డటሺ೑ሻ

డ௫
                  (64) 
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𝐵௬
ሺ௙ሻ ൌ െ𝑔ଵଵ

ሺ௙ሻ డథሺ೑ሻ

డ௬
െ 𝜇ଵଵ

ሺ௙ሻ డటሺ೑ሻ

డ௬
                  (65) 

    其中𝐷௜
ሺ௙ሻ為裂紋間流體之電位移，𝐵௜

ሺ௙ሻ為裂紋間流體之磁感應。 

 對(63)(65)取單邊雙邊拉普拉斯轉換，同時討論𝑦 ൏ 0 與𝑦 ൐ 0的情況，再將(46)(47)

帶入，由邊界條件(37)(38)，同時考慮𝑦 ൌ േ𝛿的情形。將其結果帶回(37) ~ (40)解聯立，

將B、C、𝐷ା、𝐸ା表示成 𝐴 的函數，獲得以下結果 

𝐵 ൌ ஺௘ሺషೞഀഃశೞഁഃሻ ௖௢௦௛ሺ௦ఉఋሻ

௙ഄ௙ഋି௙೒
మ ሾ𝑓ఓ൫𝑒ଵହ𝜀ଵଵ

ሺ௙ሻ൯                   

 െ𝑓௚൫𝑒ଵହ𝑔ଵଵ
ሺ௙ሻ ൅ 𝑓ଵହ𝜀ଵଵ

ሺ௙ሻ൯൅𝑓ఌ൫𝑓ଵହ𝑔ଵଵ
ሺ௙ሻ൯ሿ    (66) 

𝐶 ൌ ஺௘ሺషೞഀഃశೞഁഃሻ ௖௢௦௛ሺ௦ఉఋሻ

௙ഄ௙ഋି௙೒
మ ሾ𝑓ఌ൫𝑓ଵହ𝜇ଵଵ

ሺ௙ሻ൯                   

െ𝑓௚൫𝑓ଵହ𝑔ଵଵ
ሺ௙ሻ ൅ 𝑒ଵହ𝜇ଵଵ

ሺ௙ሻ൯ ൅ 𝑓ఓሺ𝑒ଵହ𝑔ଵଵ
ሺ௙ሻሻ]    (67) 

𝐷ା ൌ െ𝐷ି ൌ
௘భఱ௙ഋି௙భఱ௙೒

ଶሺ௙ഄ௙ഋି௙೒
మሻ

𝐴𝑒ሺି௦ఈఋሻ                   (68) 

𝐸ା ൌ െ𝐸ି ൌ
௙భఱ௙ഄି௘భఱ௙೒

ଶ൫௙ഄ௙ഋି௙೒
మ൯

𝐴𝑒ሺି௦ఈఋሻ                   (69) 

 其中 

𝑓ఌ ൌ 𝑐𝑜𝑠ℎሺ𝑠𝛽𝛿ሻ 𝜀ଵଵ
ሺ௙ሻ ൅ 𝑠𝑖𝑛ℎ ሺ𝑠𝛽𝛿ሻ𝜀ଵଵ        (70) 

𝑓௚ ൌ 𝑐𝑜𝑠ℎሺ𝑠𝛽𝛿ሻ 𝑔ଵଵ
ሺ௙ሻ ൅ 𝑠𝑖𝑛ℎ ሺ𝑠𝛽𝛿ሻ𝑔ଵଵ             (71) 

𝑓ఓ ൌ 𝑐𝑜𝑠ℎሺ𝑠𝛽𝛿ሻ 𝜇ଵଵ
ሺ௙ሻ ൅ 𝑠𝑖𝑛ℎ ሺ𝑠𝛽𝛿ሻ𝜇ଵଵ             (72) 

 假設裂紋間流體無磁電交互作用，𝑔ଵଵ
ሺ௙ሻ → 0，同時取𝛿 → 0但仍保留

𝑠𝑖𝑛ℎ ሺ𝑠𝛽𝛿ሻ，再令 𝑠𝑖𝑛ℎሺ𝑠𝛽𝛿ሻ ఌభభ

ఌభభ
ሺ೑ሻ → 𝜆௘ ；𝑠𝑖𝑛ℎ ሺ𝑠𝛽𝛿ሻ ఓభభ

ఓభభ
ሺ೑ሻ → 𝜆௠。 

 當𝜆௘ → 0以及𝜆௠ → 0，代表裂紋面可導電亦可導磁；𝜆௘ → ∞以及𝜆௠ → ∞則代表

裂紋面是不導電亦不導磁；𝜆௘ → ∞以及𝜆௠ → 0代表裂紋面是不導電但可導磁；

𝜆௘ → 0以及𝜆௠ → ∞代表裂紋面可導電但不導磁。通過令𝜆௘、𝜆௠，(66)(67)便可改寫

成以下形式 

𝐵 ൌ 𝑃஻ ൈ 𝐴                                     (73) 

𝐶 ൌ 𝑃஼ ൈ 𝐴                                     (74) 
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    其中 

𝑃஻ ൌ ௘భఱఓభభఌభభሺఒ೘ାଵሻି௙భఱఌభభ௚భభఒ೘

ఓభభఌభభሺఒ೐ାଵሻሺఒ೘ାଵሻିఒ೐ఒ೘௚భభ
మ        (75) 

𝑃஼ ൌ ௙భఱఓభభఌభభሺఒ೐ାଵሻି௘భఱఓభభ௚భభఒ೐

ఓభభఌభభሺఒ೐ାଵሻሺఒ೘ାଵሻିఒ೐ఒ೘௚భభ
మ                    (76) 

    將(51)(73)(74)帶入(61)並化簡，得到以下式 

െ�̅�ସସ ൈ 𝐴൫𝛼 െ 𝑘௙
ଶ𝛽൯ ൌ െ�̅�ସସ ൈ 𝑤ഥି

∗൫𝛼 െ 𝑘௙
ଶ𝛽൯            

ൌ ଵ

௦మሺఎିఒሻ
൅ ఛതశ

∗

௦
                 (77) 

    其中 

𝑘௙
ଶ ൌ ሾ𝑐ଵ𝑃஻ ൅ 𝑐ଶ𝑃஼ሿ ൈ ଵ

஼ర̅ర
         (78) 

    利用 Wiener Hopf Method 來拆解(77)式 

    先是令𝐺ሺ𝜆ሻ ൌ െ�̅�ସସ൫𝛼 െ 𝑘௙
ଶ𝛽൯，得到以下方程式 

𝐺ሺ𝜆ሻ ൈ 𝑤ഥି
∗ ൌ ଵ

௦మሺఎିఒሻ
൅ ఛതశ

∗

௦
                          (79) 

    對Gሺλሻ進行改寫，得到  

𝐺ሺ𝜆ሻ ൌ
ି஼ర̅ర൫ଵି௞೑

మ൯

஼್೒
ඥ1 ൅ 𝐶௕௚𝜆ඥ1 െ 𝐶௕௚𝜆 ∙ 𝑆ሺ𝜆ሻ        (80) 

 其中 

     𝐶௕௚ ൌ ට஼ర̅ర

ఘ
ට1 െ 𝑘௙

ସ                             (81) 

𝑆ሺ𝜆ሻ ൌ
௕√ଵା௖ఒ√ଵି௖ఒି௞೑

మ√ఌାఒ√ఌିఒ

ටଵା஼್೒ఒටଵି஼್೒ఒ
𝑘                  (82) 

𝑐 ൌ ଵ

௕
                                          (83) 

𝑐௕௚ ൌ ଵ

௕್೒
                                      (84) 
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𝑘 ൌ
஼್೒

ଵି௞೑
మ                                      (85) 

對𝑆ሺ𝜆ሻ進行拆解 

𝑆ሺ𝜆ሻ ൌ 𝑆ାሺ𝜆ሻ𝑆ିሺ𝜆ሻ                              (86) 

分解成在正方向解析的𝑆ାሺ𝜆ሻ，與在負方向解析的𝑆ିሺ𝜆ሻ，對其取自然對數得到 

𝑙𝑛𝑆ሺ𝜆ሻ ൌ 𝑙𝑛𝑆ାሺ𝜆ሻ ൅ 𝑙𝑛𝑆ିሺ𝜆ሻ                       (87) 

根據柯西積分公式，得到下列方程式 

𝑙𝑛𝑆ሺ𝜆ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
∮

௟௡ௌሺ௭ሻ

௭ିఒ௰ 𝑑𝑧                          (88) 

    根據(85)(88)式對𝑆ሺ𝜆ሻ進行路徑積分，其路徑 𝛤 如圖 3 所示，分支切 割在 ିଵ

஼್೒
൏

𝜆 ൏ ିଵ

௖
 ， ିଵ

௖
൏ 𝜆 ൏ െ𝜀 ， 𝜀 ൏ 𝜆 ൏ ଵ

௖
 ， 

ଵ

௖
൏ 𝜆 ൏ ଵ

஼್೒
 

 Γ ൌ①൅②൅③൅④൅⑤൅⑥൅⑦൅⑧൅⑨൅⑩，又因為路徑②與⑤、⑦與⑩積

分方向相反，故②൅⑤ ൌ ⑦ ൅ ⑩ ൌ 0，且①൅⑥ ൌ 0，因為當|𝑧|趨近於∞，𝑆ሺ𝑧ሻ→
1，𝑙𝑛𝑆ሺ𝑧ሻ會趨近於 0。 

所以，𝛤 ൌ ③ ൅ ④ ൅ ⑧ ൅ ⑨，同時也是分支切割的貢獻。再將路徑  𝛤 ൌ 𝛤ା ൅

𝛤 ，其中 𝛤ା ൌ ③ ൅ ④，𝛤 ൌ ⑧ ൅ ⑨。 

𝑙𝑛𝑆ሺ𝜆ሻ ൌ 𝑙𝑛𝑆ାሺ𝜆ሻ ൅ 𝑙𝑛𝑆ିሺ𝜆ሻ                           

ൌ ଵ

ଶగ௜
∮

௟௡ௌሺ௭ሻ

௭ିఒ௰శ
𝑑𝑧 ൅ ଵ

ଶగ௜
∮

௟௡ௌሺ௭ሻ

௭ିఒ௰ష
𝑑𝑧           (89) 

    經過路徑積分與化簡，得到𝑆ାሺ𝜆ሻ與𝑆ିሺ𝜆ሻ 

𝑆ାሺ𝜆ሻ ൌ ඨ
భ

಴್೒
ାఒ

భ
೎

ାఒ
∙ 𝑒𝑥𝑝 ൜ଵ

గ
׬ 𝑡𝑎𝑛ିଵ ൤

௞೑
మ√௭మିఌమ

ఈሺି௭ሻ
൨

భ
೎

ఌ
ௗ௭

௭ାఒ
ൠ      (90) 

𝑆ିሺ𝜆ሻ ൌ ඨ
భ

಴್೒
ିఒ

భ
೎

ିఒ
∙ 𝑒𝑥𝑝 ൜ଵ

గ
׬ 𝑡𝑎𝑛ିଵ ൤

௞೑
మ√௭మିఌమ

ఈሺ௭ሻ
൨

భ
೎

ఌ
ௗ௭

௭ିఒ
ൠ      (91) 

 令 
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𝑄േሺ𝜆ሻ ൌ 𝑒𝑥𝑝 ൜ଵ

గ
׬ 𝑡𝑎𝑛ିଵ ൤

௞೑
మ√௭మିఌమ

ఈሺ∓௭ሻ
൨

భ
೎

ఌ
ௗ௭

௭േఒ
ൠ             (92) 

 則(90)(91)可改寫成以下形式 

𝑆ାሺ𝜆ሻ ൌ ඨ
భ

಴್೒
ାఒ

భ
೎

ାఒ
∙ 𝑄ାሺ𝜆ሻ                           (93) 

𝑆ିሺ𝜆ሻ ൌ ඨ
భ

಴್೒
ିఒ

భ
೎

ିఒ
∙ 𝑄ିሺ𝜆ሻ                           (94) 

 根據 (80)(87)對(79)進行改寫 

ି஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯

ඥ஼್೒
ඥ1 െ 𝐶௕௚𝜆 ∙ 𝑆ିሺ𝜆ሻ𝑤ഥି

∗                         

ൌ ඥ஼್೒

௦మሺఎିఒሻටଵା஼್೒ఒௌశሺఒሻ
൅ ඥ஼್೒ఛതశ

∗

௦ටଵା஼್೒ఒௌశሺఒሻ
      (95) 

 令𝐹ାሺ𝜆ሻ ൌ
ටభ

೎
ାఒ

ሺ భ
಴್೒

ାఒሻொశሺఒሻ
，可整理得下列方程式 

െ�̅�ସସ൫1 െ 𝑘௙
ଶ൯

൫௕್೒ିఒ൯

√௕ିఒ
𝑄ିሺ𝜆ሻ𝑤ഥି

∗ െ ிశሺఎሻ

௦మሺఎିఒሻ
                 

ൌ ிశሺఒሻିிశሺఎሻ

௦మሺఎିఒሻ
൅ ிశሺఒሻఛതశ

∗

௦
       (96) 

    在(96)式中等號兩邊皆減去在ሺ𝜂 ൌ 𝜆ሻ時極點之貢獻，此時根據圖 4 可以發現等

號左邊各項均在Reሺλሻ ൏ 0之範圍解析，而等號右邊各項則在Reሺλሻ ൐ െε之範圍解

析，事實上以上所描述之範圍正代表(79)式在 λ 平面上均到處解析，故可以令(96)式

等於一解析之完全函數(Entire function) 𝐸∗ሺ𝜆ሻ ，如下： 

െ�̅�ସସ൫1 െ 𝑘௙
ଶ൯

൫௕್೒ିఒ൯

√௕ିఒ
𝑄ିሺ𝜆ሻ𝑤ഥି

∗ െ ிశሺఎሻ

௦మሺఎିఒሻ
                 

ൌ ிశሺఒሻିிశሺఎሻ

௦మሺఎିఒሻ
൅ ிశሺఒሻఛതశ

∗

௦
ൌ 𝐸∗ሺ𝜆ሻ     (97) 
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 根據李維定理(Liouville’s theorem) 一個在複數平面上處處均解析並有界之完全

函數為一個常數，因此只要決定此常數便可求出𝜏̅ା∗與𝑤ഥି
∗。 

    在(97)式中，當𝑥 → 0ା時𝜏̅ା∗ ሺ𝑥, 𝑠ሻ的收斂行為為𝑂ሺ𝑥ିଵ ଶ⁄ ሻ，𝑤ഥି
∗則為𝑂ሺ𝑥ଵ ଶ⁄ ሻ，根據阿

貝爾定裡(Abel theorem)，|𝜆| → ∞時𝜏̅ା∗與𝐹ାሺ𝜆ሻ的收斂行為為𝑂ሺ𝜆ିଵ/ଶሻ，而𝑤ഥି
∗與完全函

數𝐸∗ሺ𝜆ሻ之收斂行為為𝑂ሺ𝜆ିଷ ଶ⁄ ሻ。所以，當|𝜆| → ∞時，此完全函數𝐸∗ሺ𝜆ሻ便趨近於零，

也就是𝐸∗ሺ𝜆ሻ ൌ 0。由此可得式子如下： 

lim
|ఒ|→ஶ

𝐸∗ሺ𝜆ሻ ൌ lim
|ఒ|→ஶ

ቂிశሺఒሻିிశሺఎሻ

௦మሺఎିఒሻ
൅ ிశሺఒሻఛതశ

∗

௦
ቃ ൌ 0          (98) 

    因此利用(97)式可以求出𝜏ା̅
∗與𝑤ഥି

∗，如下： 

𝜏ା̅
∗ ൌ ଵ

௦మሺఎିఒሻ
ቂிశሺఎሻ

ிశሺఒሻ
െ 1ቃ                           (99) 

𝑤ഥି
∗ ൌ ிశሺఎሻ√௕ିఒ

ି௦మ஼̅రర൫ଵି௞೑
మ൯ሺఎିఒሻ൫ఒି௕್೒൯ொషሺఒሻ

                (100) 

    將(99) (100)式帶入(41) ~ (43)，同時帶回本構方程(55) ~ (60)，並且假設在材料上

半平面，𝑦 ൐ 0之情況下，將其作一次逆轉換，得到在一次拉普拉斯轉換域中之曳引力

型基本解，如下： 

 𝑤ഥሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

ிశሺఎሻ√௕ିఒ ୣషೞഀ೤శೞഊೣ

௦൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆     (101) 

 

   𝜏௫̅௭ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

஼ర̅రఒிశሺఎሻ√௕ିఒ ୣషೞഀ೤శೞഊೣ

൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆         

െ
஼ర̅ర௞೑

మ

ଶగ௜
׬

ఒிశሺఎሻ√௕ିఒ ୣషೞഁ೤శೞഊೣ

൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆    (102) 

 

𝜏௬̅௭ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ െ ଵ

ଶగ௜
׬

஼ర̅రఈሺఒሻிశሺఎሻ√௕ିఒ ୣషೞഀ೤శೞഊೣ

൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆       
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൅
஼ర̅ర௞೑

మ

ଶగ௜
׬

ఉሺఒሻிశሺఎሻ√௕ିఒ ௘షೞഁ೤శೞഊೣ

൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆 (103) 

 

𝐷ഥ௫ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

௉ಳఒிశሺఎሻ√௕ିఒ ୣషೞഁ೤శೞഊೣ

൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆    (104) 

𝐷ഥ௬ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

ି௉ಳఉሺఒሻிశሺఎሻ√௕ିఒ  ୣషೞഁ೤శೞഊೣ

൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆    (105) 

 

𝐵ത௫ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

௉಴ఒிశሺఎሻ√௕ିఒ  ୣషೞഁ೤శೞഊೣ

൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆     (106) 

 

𝐵ത௬ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

ି௉಴ఉሺఒሻிశሺఎሻ√௕ିఒ  ୣషೞഁ೤శೞഊೣ

൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻሺఎିఒሻሺି஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯

𝑑𝜆    (107) 

    接著我們要求得曳引力型強度因子，而應力強度因子、電位移強度因子與磁感

應強度因子的定義如下 

應力強度因子:       𝐾ഥூூூ
ሺఛሻሺ𝑠ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚

௥→଴శ
√2𝜋𝑟 𝜏̅௬௭ቚ

௬ୀ଴
          (108) 

電位移強度因子:     𝐾ഥூூூ
ሺ஽ሻሺ𝑠ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚

௥→଴శ
√2𝜋𝑟 𝐷ഥ௬ቚ

௬ୀ଴
          (109) 

磁感應強度因子:     𝐾ഥூூூ
ሺ஻ሻሺ𝑠ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚

௥→଴శ
√2𝜋𝑟 𝐵ത௬ቚ

௬ୀ଴
               (110) 

由上式所得曳引力型基本解三種基本解之𝜏௬̅௭、𝐷ഥ௬、𝐵ത௬，帶入(108)~(110)，可以

分別得到曳引力型應力強度因子、電位移強度因子與磁感應強度因子如下: 

𝐾ഥூூூ
ሺఛሻሺ𝑠ሻ ൌ ି√ଶிశሺఎሻ

√௦
                              (111) 

𝐾ഥூூூ
ሺ஽ሻሺ𝑠ሻ ൌ ି√ଶ௉ಳிశሺఎሻ

√௦஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯

                           (112) 
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𝐾ഥூூூ
ሺ஻ሻሺ𝑠ሻ ൌ ି√ଶ௉೎ிశሺఎሻ

√௦஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯

                           (113) 

 

3.2 位移型基本解 

不同於曳引力基本解，此指數型負載的邊界條件可以描述如下： 

𝜏௬̅௭ሺ𝑥, 0, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0                  (114) 

𝑤ഥሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝑤ഥሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 2𝑒௦ఎ௫,    0 ൏ 𝑥 ൏ ∞    (115) 

𝐷ഥ௬ሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝐷ഥ௬
ሺ௙ሻሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0  (116) 

𝐵ത௬ሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝐵ത௬
ሺ௙ሻሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0  (117) 

𝜙തሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝜙തሺ௙ሻሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0   (118) 

𝜓തሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ െ 𝜓തሺ௙ሻሺ𝑥, േ𝛿, 𝑠ሻ ൌ 0,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0   (119) 

    其中𝐷ഥ௬、𝐷ഥ௬
ሺ௙ሻ

、𝐵ത௬、𝐵ത௬
ሺ௙ሻ

、𝜙ത、𝜙തሺ௙ሻ、𝜓ത、𝜓തሺ௙ሻ為一次拉普拉斯轉換域中材料與

流體的電位移、磁位移、電位能與磁位能，δ趨近於0ା。 

對邊界條件(114)(115)取雙邊拉普拉斯轉換，得 

𝜏̅∗௬௭ሺ𝑥, 𝛿, 𝑠ሻ ൌ ൅𝜏̅ା∗， െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0               (120) 

𝑤ഥ ∗ሺ𝑥, 0ା, 𝑡ሻ െ 𝑤ഥ ∗ሺ𝑥, 0ି, 𝑡ሻ ൌ 2 ቂቀ ିଵ

௦ሺఎିఒሻ
ቁ ൅ 𝑤ഥି

∗ቃ      (121) 

    其中 

          ቀ ିଵ

௦ሺఎିఒሻ
ቁ ,   0 ൏ 𝑥 ൏ ∞                          (122) 

𝑤ഥି
∗ ,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0                            (123) 

將(41)代入(115)可以得到 

𝐴 ൌ ቀ ିଵ

௦ሺఎିఒሻ
ቁ ൅ 𝑤ഥି

∗                               (124) 
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與曳引力型基本解雷同，(41) ~ (43)以及(46)(47)之通解依然成立，A、B、C、

 𝐷ା與𝐷ି、𝐸ା與𝐸ି之間的關係式依然成立，其中(61)須改寫如下： 

𝜏௬̅௭
∗ ሺ𝜆, 𝛿, 𝑠ሻ ൌ �̅�ସସሺെ𝑠𝛼ሻ𝐴 ൅ 𝑐ଵሺ𝑠𝛽ሻ𝐵 ൅ 𝑐ଶሺ𝑠𝛽ሻ𝐶           

ൌ ൅𝜏ା̅
∗                               (125) 

    將(66) ~ (76)、(78)代入(125)後，得到 

െ�̅�ସସ ൈ 𝑠𝐴൫𝛼 െ 𝑘௙
ଶ𝛽൯ ൌ ൅𝜏̅ା∗                      (126) 

    將(124)代入(126)後，得到 

െ�̅�ସସ ൈ 𝑠 ቒቀ ିଵ

௦ሺఎିఒሻ
ቁ ൅ 𝑤ഥି

∗ቓ ൈ ൫𝛼 െ 𝑘௙
ଶ𝛽൯ ൌ ൅𝜏̅ା∗        (127) 

    其中 

𝑘௙
ଶ ൌ ሾ𝑐ଵ𝑃஻ ൅ 𝑐ଶ𝑃஼ሿ ൈ ଵ

஼ర̅ర
                        (128) 

    對(127)進行 Wiener Hopf 拆解，與曳引力基本解相似作法，可得下列方程式 

െ�̅�ସସ൫1 െ 𝑘௙
ଶ൯ ൈ ଵ

ிషሺఒሻ
ൈ 𝑠𝑤ഥି

∗ ൅
஼ర̅ర൫ଵି௞೑

మ൯

ሺఎିఒሻ
ቂ ଵ

ிషሺఒሻ
െ ଵ

ிషሺఎሻ
ቃ       

ൌ 𝐹ାሺ𝜆ሻ𝜏ା̅
∗ െ

஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯

ሺఎିఒሻிషሺఎሻ
    (129) 

  其中 

𝑄േሺ𝜆ሻ ൌ 𝑒𝑥𝑝 ൜ଵ

గ
׬ 𝑡𝑎𝑛ିଵ ൤

௞೑
మ√௭మିఌమ

ఈሺ∓௭ሻ
൨

భ
೎

ఌ
ௗ௭

௭േఒ
ൠ            (130) 

𝐹ାሺ𝜆ሻ ൌ √௕ାఒ

ሺ௕್೒ାఒሻொశሺఒሻ
                             (131) 

𝑏௕௚ ൌ ଵ

஼್೒
ൌ ௕

ටଵି௞೑
ర
                             (132) 

 在(129)式中等號兩邊皆減去在ሺ𝜂 ൌ 𝜆ሻ時極點之貢獻，此時根據圖 5，等號左邊各

項均在Reሺλሻ ൏ 0之範圍解析，而等號右邊各項則在Reሺλሻ ൐ െε之範圍解析，事實上以
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上所描述之範圍正代表(129)式在 λ 平面上均到處解析，故可以令(129)式等於一解析

之完全函數(Entire function) 𝐸∗ሺ𝜆ሻ ，如下： 

 

െ�̅�ସସ൫1 െ 𝑘௙
ଶ൯ ൈ ଵ

ிషሺఒሻ
ൈ 𝑠𝑤ഥି

∗ ൅
஼ర̅ర൫ଵି௞೑

మ൯

ሺఎିఒሻ
ቂ ଵ

ிషሺఒሻ
െ ଵ

ிషሺఎሻ
ቃ       

ൌ 𝐹ାሺ𝜆ሻ𝜏ା̅
∗ െ

஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯

ሺఎିఒሻிషሺఎሻ
ൌ 𝐸∗ሺ𝜆ሻ      (133) 

 根據李維定理(Liouville’s theorem) 一個在複數平面上處處均解析並有界之完全

函數為一個常數，因此只要決定此常數便可求出𝜏ା̅
∗與𝑤ഥି

∗。 

    在(133)式中，當𝑥 → 0ା時𝜏̅ା∗ ሺ𝑥, 𝑠ሻ的收斂行為為𝑂ሺ𝑥ିଵ/ଶሻ，𝑤ഥି
∗則為𝑂ሺ𝑥ଵ/ଶሻ，根據

阿貝爾定裡(Abel theorem)，|𝜆| → ∞時𝜏̅ା∗與𝐹ାሺ𝜆ሻ的收斂行為為𝑂ሺ𝜆ିଵ/ଶሻ，而𝑤ഥି
∗與完全

函數𝐸∗ሺ𝜆ሻ之收斂行為為𝑂ሺ𝜆ିଷ/ଶሻ。所以，當|𝜆| → ∞時，此完全函數𝐸∗ሺ𝜆ሻ便趨近於零，

也就是𝐸∗ሺ𝜆ሻ ൌ 0。由此可得式子如下： 

lim
|ఒ|→ஶ

𝐸∗ሺ𝜆ሻ ൌ lim
|ఒ|→ஶ

൤𝐹ାሺ𝜆ሻ𝜏ା̅
∗ െ

஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯

ሺఎିఒሻிషሺఎሻ
൨ ൌ 0        (134) 

    因此利用(133)式可以求出𝜏ା̅
∗與𝑤ഥି

∗，如下： 

𝜏ା̅
∗ ൌ

஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ൫௕್೒ାఒ൯ொశሺఒሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ√௕ାఒ
ൈ 𝑒ି௦ఈ௬         (135) 

𝐴ሺ𝑠, 𝜆ሻ ൌ 𝑤ഥି
∗ ൌ

൫ଵି௞೑
మ൯√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

௦ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
ൈ 𝑒ି௦ఈ௬       (136) 

將(135)(136)之結果帶回(41) ~ (43)以及本構方程(55) ~ (60)，並且假設在材料上

半平面，𝑦 ൐ 0之情況下，再將其作一次逆轉換，得到在一次拉普拉斯轉換域中之位

移型基本解，如下： 

𝑤ഥሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

൫ଵି௞೑
మ൯√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
                 

ൈ eି௦ఈ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆    (137) 
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𝜏̅௫௭ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

ି஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯௦ఒ√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
           

ൈ eି௦ఈ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆         

൅
஼ర̅ర௞೑

మ

ଶగ௜
׬

௦ఒ൫ଵି௞೑
మ൯√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
            

ൈ eି௦ఉ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆    (138) 

 

𝜏௬̅௭ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ െ ଵ

ଶగ௜
׬

஼ర̅ర൫ଵି௞೑
మ൯௦ఈሺఒሻ√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
        

ൈ eି௦ఈ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆         

െ
஼ర̅ర௞೑

మ

ଶగ௜
׬

௦ఉሺఒሻ൫ଵି௞೑
మ൯√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
         

ൈ eି௦ఉ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆    (139) 

 

𝐷ഥ௫ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ െ ଵ

ଶగ௜
׬

௉ಳ௦ఒ൫ଵି௞೑
మ൯√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
           

ൈ eି௦ఉ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆    (140) 

𝐷ഥ௬ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

௉ಳ௦ఉሺఒሻ൫ଵି௞೑
మ൯√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
           

ൈ eି௦ఉ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆    (141) 

𝐵ത௫ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ െ ଵ

ଶగ௜
׬

௉೎௦ఒ൫ଵି௞೑
మ൯√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
            

ൈ eି௦ఉ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆    (142) 

𝐵ത௬ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

௉೎௦ఉሺఒሻ൫ଵି௞೑
మ൯√௕ିఒ൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ሺఎିఒሻඥ௕ିఎ൫௕್೒ିఒ൯ொషሺఒሻ
           

ൈ eି௦ఉ௬ା௦ఒ௫𝑑𝜆    (143) 
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 接著將位移型基本解之𝜏̅௬௭、𝐷ഥ௬、𝐵ത௬代入(108)~(110)，可以分別得到位移型應

力強度因子、電位移強度因子與磁感應強度因子如下: 

𝐾ഥூூூ
ሺఛሻሺ𝑠ሻ ൌ

ିሺ஼ర̅రሻ√ଶ௦൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ

ඥ௕ିఎ
                    (144) 

𝐾ഥூூூ
ሺ஽ሻሺ𝑠ሻ ൌ

ି√ଶ௦൫ଵି௞೑
మ൯௉ಳඥ௕ିఎ

൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ
                      (145) 

𝐾ഥூூூ
ሺ஻ሻሺ𝑠ሻ ൌ

ି√ଶ௦൫ଵି௞೑
మ൯௉೎ඥ௕ିఎ

൫௕್೒ିఎ൯ொషሺఎሻ
                      (146) 
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第四章 有限長度裂紋之磁電彈材料受動力機械點載荷之暫態響應 

    首先考慮一有限長度裂紋之磁電彈材料，長度為 l，裂紋面上的點載荷與裂紋尖

端 A 的距離為 h，幾何結構示意圖如圖 1 所示。此裂紋兩端點分別是 A 端和 B 端。

兩端點皆有各自的座標系統，分別為ሺ𝑥 , 𝑦ሻ、ሺ𝑥ᇱ , 𝑦′ሻ。假設有一入射波打向 A 端，

會在 A 點產生繞射波；隨著時間的推演，繞射波也會在 B 端也產生繞射波，此 B 點

產生的繞射波隨著時間的傳遞又會到了 A 端，並產生 A 點的第二個繞射波；以此類

推，此問題將會產生無窮多個繞射波。本研究可探討裂紋尖端 A 當受到無限多個繞

射波影響下之暫態解析，利用拉普拉斯轉換域疊加方法來處理此包含特徵長度的問

題。 

 

4.1 第一個繞射波 

此章節要探討 A 點的第一個繞射波的影響，而產生此繞射波的原因為一入射波傳

遞到裂紋尖端產生，要得到此影響，可以利用上一章節所求得的曳引力型基本解之𝜏௬̅௭、

𝐷ഥ௬、𝐵ത௬。 

當一入射波通過 A 端時，會在 A 點產生繞射波，此問題之邊界條件為含有特徵長

度的混合型邊界條件，可描述如下： 

𝜏௬௭ሺ𝑥, 0ା, 𝑡ሻ ൌ െ𝜏଴𝛿ሺ𝑥 ൅ ℎሻ𝐻ሺ𝑡ሻ ,   െ ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0   (147) 

對邊界條件(147)取單邊、雙邊拉普拉斯轉換，可得 

𝜏̅∗௬௭ሺ𝜆, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ െ ఛబ

௦
𝑒௦ఒ௛                         (148) 

對(148)式進行一次逆轉換，可得 

𝜏௬̅௭ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ െ ఛబ

ଶగ௜
׬ 𝑒௦ఒሺ௫ା௛ሻ

௰ഊ
𝑑𝜆                 (149) 

 (149)式為入射波在 A 點產生的貢獻，令λ ൌ η，整式可改寫成 



 

25 

 

𝜏௬̅௭
௜ ൌ ିఛబ

ଶగ௜
׬ 𝑒௦ఎ௫𝑒௦ఎ௛

௰ആ
𝑑η                       (150) 

    由(150)式可發現含有𝑒௦ఎ௫的函數，而在前一章節已求得的基本解即為𝑒௦ఎ௫，因此

這裡的𝑒௦ఎ௫可以用(101)式取代，其中令𝜂 ൌ 𝜂ଵ ， 𝜆 ൌ 𝜂ଶ 即可以得到繞射波在 A 點產

生的貢獻，此波為入射波通過 A 點所產生的第一個繞射波並且用座標ሺ𝑥, 𝑦ሻ表示，得

到的式子如下: 

𝑤ഥ ஺ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ  ఛబ

ሺଶగ௜ሻమ ׬ ׬
ඥ௕ାఎభඥ௕ିఎమ

஼ర̅ర௦൫ଵି௞೑
మ൯ሺఎభିఎమሻ௰ആమ௰ആభ

            

 ൈ   ௘ೞആభ೓௘షೞഀ೤శೞആమೣ

൫௕್೒ିఎమ൯൫௕್೒ାఎభ൯ொషሺఎమሻொశሺఎభሻ
 𝑑𝜂ଶ𝑑𝜂ଵ    (151) 

    令上式 𝑦 ൌ 0 ，在裂紋面上進行疊加，而在前一章節求得的基本解為𝑒௦ఎ௫，因此

這裡的𝑒௦ఎ௫可以用曳引力型強度因子(111)~(113)式代入，進行疊加與逆轉換，即可得

到 A點受到入射波產生的第一個繞射波時，時域中的應力強度因子、電位移強度因子

與磁感應強度因子分別如下： 

 

𝐾஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ ൌ 𝜏଴ට ଶ

గయ௛
׬

ଵ

√௧ିఛ

௧
଴ ൈ 𝑅𝑒 ൤ √ఛି௕௛

√௧ିఛሺఛି௕್೒௛ሻொశሺିഓ
೓

ሻ
൨ 𝑑𝜏             

ൈ H൫𝑏௕௚ℎ െ 𝑡൯ ൅ 𝜏଴ට ଶ

஠௛
ൈ H൫𝑡 െ 𝑏௕௚ℎ൯   (152) 

 

𝐾஺
ሺ஽ሻሺ𝑡ሻ ൌ ఛబ௉ಳ

஼ర̅రሺଵି௞೑
మሻ

ට ଶ

గయ௛
׬

ଵ

√௧ିఛ

௧
଴ ൈ 𝑅𝑒 ൤ √ఛି௕௛

√௧ିఛሺఛି௕್೒௛ሻொశሺିഓ
೓

ሻ
൨ 𝑑𝜏  

ൈ H൫𝑏௕௚ℎ െ 𝑡൯ ൅ ఛబ௉ಳ

஼ర̅రሺଵି௞೑
మሻ

ට ଶ

஠௛
ൈ H൫𝑡 െ 𝑏௕௚ℎ൯ (153) 

 

𝐾஺
ሺ஻ሻሺ𝑡ሻ ൌ ఛబ௉಴

஼ర̅రሺଵି௞೑
మሻ

ට ଶ

గయ௛
׬

ଵ

√௧ିఛ

௧
଴ ൈ 𝑅𝑒 ൤ √ఛି௕௛

√௧ିఛሺఛି௕್೒௛ሻொశሺିഓ
೓

ሻ
൨ 𝑑𝜏  
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   ൈ H൫𝑏௕௚ℎ െ 𝑡൯ ൅ ఛబ௉಴

஼ర̅రሺଵି௞೑
మሻ

ට ଶ

஠௛
ൈ H൫𝑡 െ 𝑏௕௚ℎ൯ (154) 

 

 當一入射波傳到 A 端時，且在 A 點產生繞射波，同時該入射波也會傳向 B 端，

而 B 端在此問題之邊界條件為含有特徵長度的混合型邊界條件，將(147)做座標轉換，

令𝑥 ൌ 𝑥ᇱ , 𝑦 ൌ 𝑦′。由於座標轉換成ሺ𝑥ᇱ , 𝑦′ሻ，其 z 軸方向與先前ሺ𝑥 , 𝑦ሻ座標時相反，

為了讓打入的入射波維持在同一方向，因此需要加一負號，其式子描述如下： 

𝜏௬ᇲ௭ᇲሺ𝑥ᇱ, 0ା, 𝑡ሻ ൌ 𝜏଴𝛿൫𝑥ᇱ ൅ ሺ𝑙 െ ℎሻ൯𝐻ሺ𝑡ሻ, െ∞ ൏ 𝑥 ൏ 0 (155) 

 對邊界條件(155)取單邊、雙邊拉普拉斯轉換，可得 

𝜏̅∗௬ᇲ௭ᇲሺ𝑥′, 𝑦′, 𝑠ሻ ൌ ఛబ

௦
𝑒௦ఒሺ௟ି௛ሻ          (156) 

對(156)式進行一次逆轉換，可得 

𝜏̅௬ᇲ௭ᇲሺ𝑥′, 𝑦′, 𝑠ሻ ൌ ఛబ

ଶగ௜
׬ 𝑒௦ఒ൫௫ᇲା௟ି௛൯

௰ഊ
𝑑𝜆               (157) 

(157)式為入射波傳遞到 B 點所產生的貢獻，令λ ൌ η，整式可以改寫成 

𝜏௬̅ᇲ௭ᇲ
௜ ሺ𝑥′, 𝑦′, 𝑠ሻ ൌ ఛబ

ଶగ௜
׬ 𝑒௦ఎ௫ᇲ

𝑒௦ఎሺ௟ି௛ሻ
௰ആ

 𝑑𝜆           (158) 

此處要得到入射波傳遞到 A 點所產生的貢獻，但用 B 端座標ሺ𝑥ᇱ , 𝑦′ሻ表示。由

(158)式我們發現𝑒௦ఎ௫ᇲ
，而在前一章節已求得的曳引力基本解，因此此部分在疊加前

需要做座標轉移，將(101)式令𝑥 ൌ 𝑥ᇱ、 𝑦 ൌ 𝑦′，可得到的式子如下： 

𝑤ഥ ᇱሺ𝑥′, 𝑦′, 𝑠ሻ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬

ඥ௕ାఎ √௕ିఒ

ሺି஼ర̅రሻ௦൫ଵି௞೑
మ൯ሺఎିఒሻ

                    

ൈ ௘షೞഀ೤ᇲశೞഊೣᇲ

൫௕್೒ିఒ൯൫௕್೒ାఎ൯ொషሺఒሻொశሺఎሻ
 𝑑𝜆     (159) 
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(159)式為座標轉換過的基本解，此基本解變為𝑒௦ఎ௫ᇲ
，接著就可以將(159)式代入

(158)式的𝑒௦ఎ௫ᇲ
進行疊加，其中令𝜂 ൌ 𝜂ଵ ， 𝜆 ൌ 𝜂ଶ 即可以得到入射波傳遞到 B 端且

用 B 端座標ሺ𝑥ᇱ , 𝑦′ሻ表示，所得到的貢獻如下： 

    𝑤ഥ஻ሺ𝑥′, 𝑦′, 𝑠ሻ ൌ  ିఛబ

ሺଶగ௜ሻమ ׬ ׬
ඥ௕ାఎభඥ௕ିఎమ

஼ర̅ర௦൫ଵି௞೑
మ൯ሺఎభିఎమሻ௰ആమ௰ആభ

           

ൈ ௘ೞആభሺ೗ష೓ሻ ௘షೞഀሺആమሻ೤ᇲశೞആమೣᇲ

൫௕್೒ିఎమ൯൫௕್೒ାఎభ൯ொషሺఎమሻொశሺఎభሻ
 𝑑𝜂ଶ𝑑𝜂ଵ (160) 

 令上式 𝑦 ൌ 0 ，在裂紋面上進行疊加，先前令的基本解變為𝑒௦ఎ௫ᇲ
，此時將基本

解疊加後得到的強度因子(142)~(144)式代入(160)式𝑒௦ఎమ௫ᇲ
進行疊加與逆轉換，可得到

B 點受到入射波產生的 B 點第一個繞射波時，時域中的應力強度因子、電位移強度因

子與磁感應強度因子分別如下： 

𝐾஻
ሺఛሻሺ𝑡ሻ ൌ െ𝜏଴ට

ଶ

గయሺ௟ି௛ሻ
׬

ଵ

√௧ିఛ

௧
଴                           

ൈ 𝑅𝑒 ቈ ඥఛି௕ሺ௟ି௛ሻ

√௧ିఛሺఛି௕್೒ሺ௟ି௛ሻሻொశሺି ഓ
ሺ೗ష೓ሻ

ሻ
቉ 𝑑𝜏 ൈ H൫𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ െ 𝑡൯  

൅𝜏଴ට
ଶ

஠ሺ௟ି௛ሻ
ൈ H൫𝑡 െ 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ൯           (161) 

 

𝐾஻
ሺ஽ሻሺ𝑡ሻ ൌ െ ఛబ௉ಳ

஼ర̅రሺଵି௞೑
మሻ

ൈ ට
ଶ

గయሺ௟ି௛ሻ
׬

ଵ

√௧ିఛ

௧
଴                  

ൈ 𝑅𝑒 ቈ ඥఛି௕ሺ௟ି௛ሻ

√௧ିఛሺఛି௕್೒ሺ௟ି௛ሻሻொశሺି ഓ
ሺ೗ష೓ሻ

ሻ
቉ 𝑑𝜏 ൈ H൫𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ െ 𝑡൯  

൅ ఛబ௉ಳ

஼ర̅రሺଵି௞೑
మሻ

ൈ ට
ଶ

஠ሺ௟ି௛ሻ
ൈ H൫𝑡 െ 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ൯  (162) 

 

𝐾஻
ሺ஻ሻሺ𝑡ሻ ൌ െ ఛబ௉಴

஼ర̅రሺଵି௞೑
మሻ

ൈ ට
ଶ

గయሺ௟ି௛ሻ
׬

ଵ

√௧ିఛ

௧
଴                  
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ൈ 𝑅𝑒 ቈ ඥఛି௕ሺ௟ି௛ሻ

√௧ିఛሺఛି௕್೒ሺ௟ି௛ሻሻொశሺି ഓ
ሺ೗ష೓ሻ

ሻ
቉ 𝑑𝜏 ൈ H൫𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ െ 𝑡൯  

൅ ఛబ௉಴

஼ర̅రሺଵି௞೑
మሻ

ൈ ට
ଶ

஠ሺ௟ି௛ሻ
ൈ H൫𝑡 െ 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ൯  (163) 

4.2 第二重繞射 

    當入射波觸及到 B 點後，又往 A 端移動，此來自 B 點的繞射波觸及到 A 點時又

會產生一個繞射波，即為通過 A 點的第二個繞射波。 

    由(160)式得到 B 點所產生的第一個繞射波且用ሺ𝑥ᇱ , 𝑦′ሻ座標描述 𝑤ഥ஻ሺ𝑥′, 𝑦′, 𝑠ሻ。此

式子的描述的邊界條件為 B 點為一半無窮長裂紋而 A 端為無限延伸之裂紋，所以 A 端

右半邊在此邊界條件ሺ𝑥 ൐ 0ሻ是位移不連續的。因此當此繞射波到傳遞到 A 端時，要讓

A 端右半邊ሺ𝑥 ൐ 0ሻ滿足位移連續性，要先將(160)式做座標轉換，將令𝑥ᇱ ൌ െሺ𝑥 ൅ 𝑙ሻ,

𝑦ᇱ ൌ 𝑦 ，接著將座標轉換過的式子在 A 端做反加的動作。如此一來 A 端的右半邊

ሺ𝑥 ൐ 0ሻ的無限長裂紋會被關掉，形成一個封閉區域，此時 A、B 兩端就形成有限長度

裂紋的問題。因此此節需要用到上個章節求得的位移型基本解進行疊加。 

    首先先將(160)式做座標轉換，令𝑥ᇱ ൌ െሺ𝑥 ൅ 𝑙ሻ, 𝑦ᇱ ൌ 𝑦，因此可得如下： 

𝑤ഥ஻ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ  ିఛబ

ሺଶగ௜ሻమ ׬ ׬
ඥ௕ାఎభඥ௕ାఎమ

ሺ஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯ሺఎభାఎమሻ௦௰ആమ௰ആభ

            

ൈ   ௘ೞആభሺ೗ష೓ሻ  ௘షೞഀሺషആమሻ೤ ௘ೞആమሺೣశ೗ሻ

൫௕್೒ାఎమ൯൫௕್೒ାఎభ൯ொషሺିఎమሻொశሺఎభሻ
𝑑𝜂ଶ𝑑𝜂ଵ  (164) 

 

 

 

 由(164)式我們得到座標轉換過的式子𝑤ഥ஻ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ，接著要在 A 端做反加的動作，

好讓 A 端的右半邊ሺ𝑥 ൐ 0ሻ的無限長裂紋會被關掉，形成一個封閉區域，因此可得如

下： 
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𝑤ഥ஻ሺ𝑥, 𝑦, 𝑠ሻ ൌ  ఛబ

ሺଶగ௜ሻమ ׬ ׬
ඥ௕ାఎభඥ௕ାఎమ

ሺ஼ర̅రሻ൫ଵି௞೑
మ൯ሺఎభାఎమሻ௦௰ആమ௰ആభ

            

ൈ   ௘ೞആభሺ೗ష೓ሻ  ௘షೞഀሺషആమሻ೤ ௘ೞആమሺೣశ೗ሻ

൫௕್೒ାఎమ൯൫௕್೒ାఎభ൯ொషሺିఎమሻொశሺఎభሻ
𝑑𝜂ଶ𝑑𝜂ଵ  (165) 

 經過(165)式反加後，此時 A、B 兩端就形成有限長度裂紋的問題，此時我們需要

用到上個章節求得的位移型基本解進行疊加。 

先令 𝑦 ൌ 0 ，在裂紋面上進行疊加，而在前一章節已求得位移型基本解，而(144) 

~ (146)為疊加過後得到的位移型強度因子，因此我們可以將疊加過後得到的位移型強

度因子(144)~(146)式代入(165)式的 𝑒௦ఎమ௫進行疊加，其中令𝜂 ൌ 𝜂ଵ ，𝜆 ൌ 𝜂ଶ，再經過

逆轉換後，即可得到 A 點產生的第二個繞射波 

先做位移型應力強度因子的疊加，將(144)代入(165)的𝑒௦ఎమ௫，得到的式子如下: 

𝐾ഥ஻஺
ሺఛሻ ൌ ିఛబ

ሺଶగ௜ሻమ ׬ ׬
√ଶ ீሺఎభ,ఎమሻ ඥ௕ାఎభ

 

√௦ ൫௕್೒ାఎభ൯ ொశሺఎభሻ௰ആమ௰ആభ
                    

ൈ 𝑒௦ఎభሺ௟ି௛ሻ𝑒௦ఎమ 𝑑𝜂ଶ𝑑𝜂ଵ   (170) 

其中 

𝐺ሺ𝜂ଵ, 𝜂ଶሻ ൌ
൫ଵା௞೑

మ൯൫௕್೒ିఎమ൯ொషሺఎమሻඥ௕ାఎమ

ሺఎభାఎమሻ൫௕್೒ାఎమ൯ொశሺఎమሻඥ௕ିఎమ
              (171) 

經過圍線積分和上下限代換後，先令𝑡 ൌ 𝑡ଵ ൅ 𝑡ଶ，再使用摺積定理做一次拉普拉

斯逆轉換後，式子整理如下： 

 𝐾஻஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ ൌ ି√ଶఛబ

ଶగ
ఱ

మൗ ׬ ׬  ଵ

√௧ିఛ

ఛ
଴

௧
଴                              

ൈ 𝑅𝑒ሾ 
ீ൫ఎభ

శ,ఎమ
శ൯ඥ௕ାఎభ

శ

൫௕್೒ାఎభ
శ൯ொశሺఎభ

శሻ

డఎభ
శ

డ௧భ

డఎమ
శ

డ௧మ
                

െ
ீ൫ఎభ

ష,ఎమ
శ൯ඥ௕ାఎభ

ష

൫௕್೒ାఎభ
ష൯ொశሺఎభ

షሻ

డఎభ
ష

డ௧భ

డఎమ
శ

డ௧మ
ሿ௧ୀத 𝑑𝑡ଵ𝑑τ   (172) 

 其中 
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𝜂ଵ
േ ൌ െ ௧భ

ሺ௟ି௛ሻ
േ 𝑖𝜀                               (173) 

𝜂ଶ
േ ൌ െ ௧మ

௟
േ 𝑖𝜀                                 (174) 

將(173)(174)式代入(172)式且將整式展開，本研究假設 ε 是一個很微小的值，其

大小趨近於 0，同時也做變數變換 𝜏 ൌ 𝑡ଵ ൅ 𝑡ଶ，𝑑𝜏 ൌ 𝑡ଶ，因此將(174)式整理後可以

得到式子如下： 

𝐾஻஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ ൌ െ √ଶఛబ√௟ି௛

గ
ఱ

మൗ  ௟
ൈ ׬ ׬  ଵ

ඥ௧ିሺ௧భା௧మሻ

୲ି௧మ

଴
௧

଴                 

ൈ 𝑅𝑒ሾ 
൫ଵା௞௙మ൯൫௧మା௕್೒௟൯ඥ௧మି௕௟ ඥ௧భି௕ሺ௟ି௛ሻ 

ቀ௧భା௧మ
ሺ೗ష೓ሻ

೗
ቁ൫௕್೒௟ି௧మ൯൫௕್೒ሺ௟ି௛ሻି௧భ൯ඥ௧మା௕௟

        

 ൈ
 ொషቀି೟మ

೗
ቁ

ொశቀି೟మ
೗

ቁொశቀି ೟భ
ሺ೗ష೓ሻቁ

቉ 𝑑𝑡ଵ𝑑𝑡ଶ   (175) 

 由於𝑄ି ቀെ ௧భ

ሺ௟ି௛ሻ
ቁ的分支切割範圍在െ𝑏௕௚ ൑ ቀെ ௧భ

ሺ௟ି௛ሻ
ቁ ൑ െε 之間，而(175)式的積

分路徑可由圖 6 表示，其中包含了 𝑡 െ 𝑡ଶ 與 𝑏ሺ𝑙 െ ℎሻ 兩個分支點，以及 െ ௧మሺ௟ି௛ሻ

௟
 

與 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ 兩個極點。由圖 6 可以發現𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ 這個極點位在實軸上，而 𝑡 െ 𝑡ଶ 

在 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ 的右邊，因此我們可以得知 𝑡 െ 𝑡ଶ ൐ 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ，進而得到 𝑡 ൐ 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ

ℎሻ ൅ 𝑡ଶ。 

 為了避開 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ 此極點，因此在計算數值時需要將式子分成兩段來討論。

將避開區域用柯西積分定理來做圍線積分，讓二重積分變成一重積分，其做法如下。 

    根據柯西積分定理，封閉解析區域積分等於 0，如果圍線範圍有包到極點時，則

為極點的貢獻值。 

 由圖 6 我們可以看到 Γ ൌ ① ൅ ② ൅ ③ ൅ ④ ൅ ⑤ ൅ ⑥，又因為路徑③與⑥

積分方向相反，故③ ൅ ⑥ ൌ 0，且④ ൅ ⑤ ൌ 0，因為當|𝑧|趨近於∞，積分會趨近於

0。所以 𝛤 ൌ ① ൅ ②，同時也等於圍線積分範圍包到的極點的貢獻。  
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 另外我們只要積分線段②，所以整式要除以 2。因此我們利用柯西積分定理採

取圍線積分的方式來得到應力強度因子之值如下： 

 

𝐾஻஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ＝𝜋𝑖 ቀ ି√ଶఛబ

గ
ఱ

మൗ √௛ 
ቁ ׬

௧ି௕್೒ሺ௟ି௛ሻ
଴                       

ൈ 𝑅𝑒 ቎
 ൫ଵା௞௙మ൯ ௜ඥ௧మି௕௟

ට೟೗
೓

ି௧మ൫௕್೒௟ି௧మ൯ொశቀି೟మ
೗

ቁ
቏ 𝑑𝑡ଶ ൈ 𝐻൫𝑡 െ 𝑏௕௚𝑙൯ (176) 

此時令𝑡ଶ ൌ 𝑅 ൈ 𝑒௜ఏ，𝑑𝑡ଶ ൌ 𝑖𝑅𝑒௜ఏ𝑑𝜃，同時令 𝑅 趨近於 ∞ ，而路徑由 0 到 2𝜋，

因此變數變換的式子如下： 

𝐾஻஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ＝𝑖 ቀ

ି√ଶఛబ൫ଵା௞௙మ൯

గ
య

మൗ √௛ 
ቁ ൈ lim

ோ→ஶ
׬

௧ି௕್೒ሺ௟ି௛ሻ
଴             

ൈ 𝑅𝑒 ቎   ௜ඥோ௘೔ഇି௕௟ ൈ௜ோ௘೔ഇ

ට೟೗
೓

ିோ௘೔ഇ൫௕್೒௟ିோ௘೔ഇ൯ொశ൬ିೃ೐೔ഇ

೗
൰
቏ 𝑑𝜃 ൈ 𝐻൫𝑡 െ 𝑏௕௚𝑙൯ (177) 

再由於𝑄ି ቀെ ோ௘೔ഇ

௟
ቁ的分支切割範圍在െ𝑏௕௚ ൑ ቀെ ோ௘೔ഇ

௟
ቁ ൑ െε 之間，而(176)式的積

分路徑可由圖 7 表示，其中包含了 
௧௟

௛
 與 𝑏𝑙 兩個分支點，以及 𝑏௕௚𝑙 一個極點。由圖

7 可以發現 𝑏௕௚𝑙 這個極點位在實軸上，而 
௧௟

௛
 在𝑏௕௚𝑙 的右邊，因此我們可以得知 

௧௟

௛
൐

𝑏௕௚𝑙，進而得到 𝑡 ൐ 𝑏௕௚ℎ。 

此部分因為有𝑏௕௚ℎ 此極點，在計算時需要分兩段討論來避開此極點。由圖 7 可

以得到𝑡 ൐ 𝑏௕௚ℎ，因此當 𝑡 ൐ 𝑏௕௚ℎ  我們可以用柯西積分定理來做圍線積分，做法如

下。 

 再根據柯西積分定理，圍線積分積一圈等於 0，如果圍線範圍包到極點，則此

極點的貢獻為積分一圈的值。 

由圖 7 我們可以看到 Γ ൌ ① ൅ ② ൅ ③ ൅ ④ ൅ ⑤ ൅ ⑥，又因為路徑③與⑥積

分方向相反，故③ ൅ ⑥ ൌ 0。因此積分式子變成𝛤 ൌ ① ൅ ② ൌ െ൫④ ൅ ⑤൯。另外我
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們只要積分線段②，所以整式要除以 2，又由於𝑅 趨近於 ∞，有些項次我們可以呼略

不計，因此式子整理如下： 

𝐾஻஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ ൌ ට ଶ

గ௛
 𝜏଴ሺ1 ൅ 𝑘𝑓ଶሻ ൈ 𝐻൫𝑡 െ 𝑏௕௚ℎ൯          (178) 

回到(176)式可以觀察到後半段為 𝑡 ൐ 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ 其式子如下： 

െ √ଶఛబ√௟ି௛

గ
ఱ

మൗ  ௟
ൈ 𝑅𝑒ሾ׬ ׬  ଵ

ඥ௧ିሺ௧భା௧మሻ

୲ି௧మ

଴
௧

௧ି௕್೒ሺ௟ି௛ሻ                

ൈ
൫ଵା௞௙మ൯൫௧మା௕್೒௟൯ඥ௧మି௕௟ ඥ௧భି௕ሺ௟ି௛ሻ 

ቀ௧భା௧మ
ሺ೗ష೓ሻ

೗
ቁ൫௕್೒௟ି௧మ൯൫௕್೒ሺ௟ି௛ሻି௧భ൯ඥ௧మା௕௟

          

 ൈ
 ொషቀି೟మ

೗
ቁ

ொశቀି೟మ
೗

ቁொశቀି ೟భ
ሺ೗ష೓ሻቁ

቉ 𝑑𝑡ଵ𝑑𝑡ଶ             (179) 

 為了方便數值計算，將(179)式的 𝑏 近似為 𝑏௕௚ ，因此式子整理如下： 

െ √ଶఛబ√௟ି௛

గ
ఱ

మൗ  ௟
ൈ ׬ ൈ 𝑅𝑒ሾ׬  ଵ

ඥ௧ିሺ௧భା௧మሻ

୲ି௧మ

଴
௧

௧ି௕್೒ሺ௟ି௛ሻ               

ൈ
൫ଵା௞௙మ൯൫௧మା௕್೒௟൯ ඥ௧భି௕ሺ௟ି௛ሻ 

ቀ௧భା௧మ
ሺ೗ష೓ሻ

೗
ቁට൫௧మି௕್೒௟൯ቀ௧భି௕್೒ሺ௟ି௛ሻቁඥ௧మା௕௟

          

 ൈ
 ொషቀି೟మ

೗
ቁ

ொశቀି೟మ
೗

ቁொశቀି ೟భ
ሺ೗ష೓ሻቁ

𝑑𝑡ଵ቉ 𝑑𝑡ଶ              (180) 

 由(180)式可以發現分母在 𝑏௕௚𝑙 會出現一個分支點，因此將該式分成兩個部份

討論。在分開計算後發現前半部為純虛數，因此取實部為 0；而後半部我們要避開分

母的分支點，因此做變數變換 

 令 𝜇 ൌ ට൫𝑡ଶ െ 𝑏௕௚𝑙൯ ，而 𝜇ଶ ൌ ൫𝑡ଶ െ 𝑏௕௚𝑙൯ ，𝑡ଶ ൌ 𝜇ଶ ൅ 𝑏௕௚𝑙 ， 

𝑑𝑡ଶ ൌ 2𝜇𝑑𝜇                                                 

 則將(180)式改寫如下式： 

𝐾஻஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ ൌ െ ଶ√ଶఛబ√௟ି௛

గ
ఱ

మൗ  ௟
ൈ ׬ ሾ׬  ଵ

ට௧ି൫௧భାఓమା௕್೒௟൯

୲ିሺఓమା௕್೒௟ሻ
଴

ඥ௧ି௕್೒௟
଴   

ൈ
൫ଵା௞௙మ൯ ൣሺఓమା௕್೒௟ሻା௕್೒௟൧ ඥ௧భି௕ሺ௟ି௛ሻ 

ቂ௧భାሺఓమା௕್೒௟ሻ
ሺ೗ష೓ሻ

೗
ቃ ൣ௧భି௕್೒ሺ௟ି௛ሻ൧ ටሺఓమା௕್೒௟ሻା௕௟
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ൈ
 ொషቆି

ഋమశ್್೒೗

೗
ቇ

ቆି
ሺഋమశ್್೒೗ሻ

೗
ቇொశቀି ೟భ

ሺ೗ష೓ሻቁ
𝑑𝑡ଵ𝑑μ       (181) 

 最後應力強度因子之靜力解如下： 

𝐾஻஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ ൌ 𝜏଴ටଵ

௛
െ ଵ

௟
                              (182) 

 

根據以上結果，我們可以將應力強度因子的值分成四個階段個別計算。第一個在

範圍 𝑡 ൏ 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ 則用(175)式兩重積分去計算。第二、三個階段是當 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ ൏

𝑡 則將(175)式分成兩段去積分，如果𝑡 ൏ 𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ則用(176)式一重積分去計算，在經

過圍線積分得到(178)式；如果𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ ൏ 𝑡則將再分兩個部分討論，如果當𝑏௕௚𝑙 ൏ 𝑡 

則是使用(178)式；如果𝑏௕௚𝑙 ൏ 𝑡則則是使用(180)式；因此我們可以將上述結果用一個

式子表示如下： 

𝐾஻஺
ሺఛሻሺ𝑡ሻ ൌ െ √ଶఛబ√௟ି௛

గ
ఱ

మൗ  ௟
ൈ 𝑅𝑒ሼ׬ ׬  ଵ

ඥ௧ିሺ௧భା௧మሻ

୲ି௧మ

଴
௧

଴               

ൈ  
൫ଵା௞௙మ൯൫௧మା௕್೒௟൯ඥ௧మି௕௟ ඥ௧భି௕ሺ௟ି௛ሻ 

ቀ௧భା௧మ
ሺ೗ష೓ሻ

೗
ቁ൫௕್೒௟ି௧మ൯൫௕್೒ሺ௟ି௛ሻି௧భ൯ඥ௧మା௕௟

        

ൈ
 ொషቀି೟మ

೗
ቁ

ொశቀି೟మ
೗

ቁொశቀି ೟భ
ሺ೗ష೓ሻቁ

 𝑑𝑡ଵ𝑑𝑡ଶሽ ൈ 𝐻൫𝑏௕௚ሺ𝑙 െ ℎሻ െ 𝑡൯  

൅
ି√ଶఛబ൫ଵା௞௙మ൯

గ
ఱ

మൗ  √௛
ൈ 𝑅𝑒 ׬ ൈ ଵ

ට೟೗
೓

ି௧మ

௧ି௕್೒ሺ௟ି௛ሻ
଴            

ൈ
  ඥ௧మି௕௟

൫௧మି௕್೒௟൯ொశቀି೟మ
೗

ቁ
𝑑𝑡ଶ ൈ H൫𝑡 െ 𝑏௕௚𝑙൯  

൅ට ଶ

గ௛
 𝜏଴ሺ1 ൅ 𝑘𝑓ଶሻ ൈ 𝐻൫𝑡 െ 𝑏௕௚ℎ൯             

                 െ ଶ√ଶఛబ√௟ି௛

గ
ఱ

మൗ  ௟
ൈ ׬ ሾ׬  ଵ

ට௧ି൫௧భାఓమା௕್೒௟൯

୲ିሺఓమା௕್೒௟ሻ
଴

ඥ௧ି௕್೒௟
଴    

ൈ
൫ଵା௞௙మ൯ ൣሺఓమା௕್೒௟ሻା௕್೒௟൧ ඥ௧భି௕ሺ௟ି௛ሻ 

ቂ௧భାሺఓమା௕್೒௟ሻ
ሺ೗ష೓ሻ

೗
ቃ ൣ௧భି௕್೒ሺ௟ି௛ሻ൧ ටሺఓమା௕್೒௟ሻା௕௟
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ൈ
 ொషቆି

ഋమశ್್೒೗

೗
ቇ

ቆି
ሺഋమశ್್೒೗ሻ

೗
ቇொశቀି ೟భ

ሺ೗ష೓ሻቁ
𝑑𝑡ଵ𝑑μ ൈ 𝐻൫𝑏௕௚ℎ െ 𝑡൯ (183) 

    接著我們可以將(167) (168)代入(165)的𝑒௦ఎమ௫，利用上述方法分別求出電位移強度

因子疊加及磁感應強度因子疊加。 

    以上得到的結果即 A 點產生的第二個繞射波時，時域中的應力強度因子、電位移

強度因子與磁感應強度因子。 

    隨後對(183)式進行電腦的數值計算，計算時所採用的材料及材料常數如表 1，計

算結果我們假設 ℎ 𝑙⁄  分別是 0.1、0.25、0.5，請見圖 8、圖 9、圖 10。 
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第五章 結論 

5.1 目前成果 

  根據本文研究的成果，可歸納為以下幾類 

1. 推導得到曳引力、位移型基本解在一次拉普拉斯轉換域中之應力場、電位

移場以及磁感應場。 

2. 得到曳引力、位移型基本解於一次轉換域中之應力強度因子。並對其疊加

後逆轉換，並進行數值計算。 

3. 將目前研究成果與應宜雄(1996)比對，除去𝑓ଵହ壓磁常數，𝑔ଵଵ磁電常數，

𝜇ଵଵ磁性常數，退化回壓電材料後，推導結果相同。 

 

5.2 尚待研究方向 

1. 針對本文中逆轉換結果，針對方程式以及數值計算的電腦程式，予以改進，

處理積分時奇異性、不準確之問題。 

2. 對逆轉換結果進行數值計，分析其結果並與國內外期刊論文做比較與討論。 

3. 求曳引力、電位移、磁感應型三種情況下之應力、電位移、磁位移全場解

析解。 
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圖 1 有限長裂紋之無窮域磁電彈材料受點載荷和入射波之幾何結構示意圖 
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  圖 2 含半無限長裂紋之無窮域磁電彈材料受指數型負載之幾何結構示意圖 
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  圖 3 (82)式的積分路徑 
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圖 4 (97)式中各項解析域示意圖 
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圖 5 (133)式中各項解析域示意圖 
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圖 6 (175)式的積分路徑 
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圖 7 (176)式的積分路徑 
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圖 8 施加應力負載在 ℎ 𝑙⁄ ൌ 0.1 時之強度因子 
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圖 9 施加應力負載在 ℎ 𝑙⁄ ൌ 0.25 時之強度因子 
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圖 10 施加應力負載在 ℎ 𝑙⁄ ൌ 0.5 時之強度因子 
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表 1 CoFeଶOସ之材料常數 

材料常數 CoFeଶOସ 

𝐶ସସ，(10ଵ଴ N/mଶሻ 22.6 

𝑒ଵହ，ሺC/mଶሻ 5.8 

𝜀ଵଵ，ሺ10ିଽCଶ/Nmଶሻ 5.64 

𝑓ଵହ，ሺN/Amሻ 275 

𝑔ଵଵ，(10ିଵଶNs/VC) 5.367 

𝜇ଵଵ，(10ି଺Nsଶ/Cଶ) 297 

𝜌，(10ଶkg/mଷ) 55 
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