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應用移動漸近線法於結構之最佳化設計 

張永康 郭純孜 康祐嘉 

淡江大學航空太空工程學系 

 
摘要 

 
移動漸近線法的原理是將一個函數利用倒數近似法加上中介變數轉換為近似原問題的函數。因移

動漸近線法可以處理各種設計參數並因應各式目標函數與限制條件，本研究應用移動漸近線法之特性

得到函數之近似式並利用對偶法對最佳化問題求解。對偶法為將原本的最小化問題以與之有關的最大

化對偶函數取代。也就是將原設計問題轉換為凸性且為可分離的子問題，這有助於結構最佳化問題能

夠快速地求解。因此本研究應用移動漸近線法得到結構行為之近似函數，再採用對偶法執行結構之最

佳化設計。 

關鍵字：移動漸近線法，對偶法，靈敏度分析 

 

Optimum Design of Structures by Method of Moving Asymptotes 
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Department of Aeronautical Engineering 

Tamkang University ,Taiwan, R.O.C. 

 

ABSTRACT 

 
Method of Moving Asymptotes (MMA) is used by reciprocal approximate and moving asymptotes to 

approximate an original function. Because MMA can deal with various kinds of design parameters and 

handle all kinds of objective and constraint functions, this study applies the characteristics of MMA to obtain 

the approximation function and then uses dual method to solve the problem. Dual method is that the original 

minimization problem is replaced by the maximization of dual function relating to it. That is, the dual 

method was used to solve design problem by a subproblem, which is convex and separable. Therefore, this 

study applies MMA to obtain the approximate function of structural behavior, and then adopts dual method 

to obtain the optimum design of structures. 

 

Keyword: Method of Moving Asymptotes, Dual Method, Sensitivity analysis 

 

 
一、 前言 

在結構最佳化的領域裡，為了達到最佳化的

目的，會對結構的尺寸、形狀或重量進行改良。

在結構設計上，除了使其輕量化之外，同時也增

加了結構強度。一個理想的結構最佳化方法，應

該具有變通性與普遍性，要能處理各種設計變數

與因應各式各樣的限制條件及一般的非線性問

題作分析。而移動漸近線法(Method of Moving 

Asymptotes, MMA)能夠處理多變數、多個限制條

件，除了擁有上述的理想的結構最佳化方法應有

的特性外，在處理相關的設計問題中，也能夠得

到更佳的解。 

結構最佳化設計，在二十世紀初便有其概念

出現，最初是由結構尺寸最佳化開始發展。到了

西元 1950 年代末期，由於電腦的迅速發展以及

有限元素法(Finite element method)的出現，對於

大型而且複雜的結構問題提供了一個強而有力

的分析工具。接著有學者將近似法的概念加入以

數學規劃法為基礎的最佳化方法上，大大地增進

了計算效率，並簡化原有的問題，使結構最佳化

設計向前邁進了一大步 [1]。移動漸近線法

(Method of moving asymptotes)是一種應用近似法

的概念所發展的新理論，由 Svanberg [2]在 1987

年提出，將其理論應用在樑和桁架上，對於結構

最佳化分析能夠快速收斂，即使不加入移動限制

的條件，也有不錯的結果。Saldanha [3]等學者分
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別比較懲罰法(Penalty method)和移動漸近線法兩

種方法，以線圈的形狀和位置為設計變數，求解

螺線管所受的力與給定的不變的力之誤差最小

化問題，並證實移動漸近線法比懲罰法更有效

率，能更快地收斂。Bruyneel [4]利用移動漸近線

法的概念應用在複合材料上，以改變疊層厚度及

角度達到有效的收斂，雖然整體沒有最佳解，但

是局部區域有最佳解，在工業上仍有進步的空

間。Svanberg [5]在近年提出了一套新的理論－
Conservative Convex Separable Approximating 

(CCSA)，應用於求解非線性不等式限制條件的問

題，結果顯示最佳化問題能有效的收斂並可應用

於變數數目很大的問題上。Buhl [6]等學者在可縮

放的屋頂設計上應用移動漸近線法，以三角形狀

為設計變數，使相鄰的平板在任何狀態下的未接

觸之面積與接觸之面積，兩者總和作最小化設

計，來達到最佳化設計的目的。Carlsson 和

Thinnsten [7]同時將模擬退火法和移動漸近線法

應用在小提琴上，利用對小提琴結構厚度的改

變，以求取前三個特徵頻率的最佳化問題，說明

移動漸近線法對於有限制條件的問題有較好的

效率，而移動漸近線法之所以比較接近最佳解的

行為是由於使用了靈敏度的關係，因此移動漸近

線法有較好的表現。 

移動漸近線法除了單一目標函數和單一限

制條件，也可配合多目標多個限制條件，亦可應

用在線性和非線性的結構最佳化問題上 [8]。

Kruijf [9]等學者以 SIMP(Solid Isotropic Material 

with Penalization)方法建立結構最佳化問題的模

型，在二維的範圍內，研究結構和材料設計之中

熱傳導的影響，以最佳準則法 (the Optimality 

Criteria method)和移動漸近線法求解，並發現移

動漸近線法比最佳準則法要來得更穩定。

Krużelecki 和 Smaś [10,11] 使用移動漸近線法探

討彈力環狀板最佳化問題，並在熱負載下考慮它

們的穩定性，其問題為尋找一個環狀對稱板，使

溫度的最大增量剛好導致結構產生彎曲的厚度

分布，而局部的板子厚度非常薄，有應力集中的

情況發生，他們藉由探討這個問題，發現若是配

合適當的限制條件可避免厚度過薄的問題。移動

漸近線法能廣泛的應用在工程上，像是求解壓電

材料，或載具結構，和各種與最佳化有關的問

題，對一般有數學公式的目標函數和限制條件來

說，就算設計點離最佳解很遠時，移動漸近線法

擁有可以快速收斂的特性。因此 Zuo [12]等學者

則以移動漸近線法為基礎，發展一種新的演算

法，可以更廣泛地應用到複雜的工程問題上，即

使迭代次數很多，也很容易收斂。移動漸近線法

有其結構最佳化設計所需要的變通性，並且現在

MMA 系統對於求解複雜的目標函數、多限制條

件的最佳化問題是最穩定且計算效率快的[13]。 

 

二、移動漸近線法 

  移動漸近線法是由 Svanberg 所提出[2]，能將

原問題的函數 )(xf i
依下式作轉換： 
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求解過程通常依照以下的步驟反覆迭代： 

步驟一 選擇一個初始值 )(kx ，假設初始迭代 

次數 0k 。 

步驟二 利用 )(kx 作為計算 )( )(k

i xf 和靈敏度值 

)( )(k

i xf 的迭代點。 

步驟三 產生一個子問題 )(kP 取代 P ，利用步驟

二得到的結果建立函數 )(k

if ，使函數
)(k

if 近似函數
if 。 

步驟四 求解 )(kP ，得到此次子問題的最佳解 )(kx 。 

如果不能滿足收斂條件，則回到步驟

二。 

上述的求解過程，設計者可自行設定收斂條件，

一般是以迭代點 )(kx 是否滿足設計所需而決定。依

照 MMA 方法，能夠將最初較複雜的最佳化問

題，轉換成較簡易的子問題，此子問題模型可採

用對偶法求解。 

 

三、對偶法 

  在對偶法(Dual Method)裡，最初的最小化問

題可以被取代為只與Lagrangian multipliers有關

的最大化對偶函數。這些multipliers受限於簡單的

非負數限制條件。對偶法能將原設計問題轉換為

凸性且為可分離的子問題，這些子問題有簡單的

代數結構，因此能夠快速地被對偶法公式求解，

對於分析結構最佳化問題是有效率的[17]。 

利用 Lagrangian 函數將目標函數與限制條件

合成一式，如下表示： 





m

i

ii xfxfxL
1

0 )()(),(                (2) 
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i 即為 Lagrange multipliers，或是稱為對偶變數

(dual variables)。之後可將問題 D (dual problem)

轉換如下：  

最大化 





n

j

jii WbrW
1

0 )()( 
                   (3) 

並滿足限制條件  0i           

  當求解問題D得到其解 時，也就能夠得到

與之相對應的 )(kP 的解。 

 

四、靈敏度分析 

  一般來說，對函數作一次微分時，這個一次

微分項就是靈敏度。吾人從式(1)可以看出函數的

一次微分項的存在，因此靈敏度在此是必須的。 

對於靈敏度的計算，吾人使用有限差分法

(finite difference method)，表示如下： 
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主要原理是給予一個微小的擾動 x  ，其微

小的擾動 x  的數值相當重要，若 x  值太大則會

造成過大的誤差。藉由初始與前後函數值的加減

計算靈敏度，以此靈敏度作為最佳化求解過程中

的搜尋方向。 

有限差分法的主要優點是靈敏度的計算公

式淺顯易懂。但比起其他的靈敏度方法容易花較

多的計算時間。若是設計變數增加時，計算靈敏

度之時間將更為可觀。我們可以利用 ANSYS 之

APDL 語法整合靈敏度算式，藉由電腦計算靈敏

度的數值，使之自動化以節省計算時間，改善效

率問題。 
 

五、數值分析 
本研究中將應用ANSYS有限元素分析軟體

來建立正確的有限元素模型來分析各種不同的

結構。在求解結構最佳化問題時，必須先了解求

解的結構其結構特性，並訂定目標函數、限制條

件、以及設計參數之上下限，接著根據結構特性

使用 ANSYS 有限元素分析軟體建構有限元素分

析模型，以獲得所需之數值，如位移、自然振動

頻率或是結構整體重量等。本研究應用移動漸近

線法來求解最佳化問題，首先訂定初始設計參

數，藉由有限元素分析軟體求得所需之數值，接

著執行靈敏度分析，並針對限制條件做泰勒級數

展開，應用移動漸近線法將最佳化問題轉換為近

似原問題的函數，再使用對偶法執行最佳化設

計，最後代回 ANSYS 有限元素分析軟體驗證結

果是否滿足收斂條件，若滿足收斂條件則表示完

成結構之最佳化設計，上述之系統流程如圖一所

示。 

 

範例一：懸臂壓電雙層複材薄板之輕量化設計 

 本範例為懸臂壓電雙層複材薄板結構之輕量

化設計，其結構外型與尺寸如圖二所示[15]。上

下層為壓電材料，中間兩層為複合材料。上層壓

電層負載電壓為-180V，下層壓電層負載電壓為

+180V。懸臂板的長度 mmL 250 ，懸臂板寬度

mmb 10 。其限制條件為上層壓電層端點在 z 方

向之位移量
tip

u 不超過 2.0 mm 之要求。設計參數

為每一層疊板的厚度
1

t 、
2

t 、
3

t 及
4

t ，壓電層厚度

參數
1

t 及
4

t 的上下限分別為 0.2 mm 至 1.0 mm，而

複合材料層厚度參數
2

t 及 3
t 的上下限分別為 1.0 

mm 至 2.0 mm，其纖維排列方向為[0°/90°]。 

表一為有限元素分析初始值與最佳值之比

較，最佳化之結果其結構總重量由 38.4000 g 降

至 23.1311 g，設計變數 1t 及 4t 厚度由 0.6000 mm

分別降至 0.2000 mm 及 0.2514 mm， 2t 厚度由

1.5000 mm 增至 1.8660 mm， 3t 厚度由 1.5000 mm

降至 1.0010 mm，其端點位移 tipu 亦小於 2.0000 

mm，本範例之結果達到輕量化設計的目的，其

最佳值也較文獻[15]為佳。圖三為懸臂壓電雙層

複材薄板結構之收斂歷程圖，由圖可知本範例經

過 10 次迭代得到最佳值。 

 

範例二：壓電複合梯形斜板之自然頻率最大化 

本範例為壓電複合梯形斜板結構之自然頻

率最大化設計，提高第一個自然振動頻率
1

f ，其

結構外型與尺寸如圖四所示[15]。上下層為壓電

材料，中間四層為複合材料。其限制條件為第一

個自然振動頻率超過 50 Hz。設計參數為每一疊

層板的角度
2

 、
3

 、
4

 及
5

 ，考慮複合材料的

對稱關係，可將第二層與第五層的角度設為相同

之設計參數
25

 ，第三層與第四層的角度設計參數

設為
34

 。參數
25

 及
34

 的上下限分別為 0°至

+90°。複合材料層的厚度為每層 1.0 mm，壓電材

料層的厚度為每層 0.5 mm。 

表二為有限元素分析初始值與最佳值之比

較，由表六可知，第一個自然振動頻率由 33.515 

Hz提高至50.181 Hz，設計變數
25 角度由10.000°
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轉至 71.500°， 34 角度由 10.000°轉至 71.562°，

達到提高自然振動頻率的目的，本範例之結果與

文獻[15,16]相比，雖然
25 及

34 的角度皆有些許

改變，但振動頻率並無改變。圖五為壓電複合梯

形斜板結構之收斂歷程圖，圖中顯示經過 7 次迭

代得到最佳值，可以驗證移動漸近線法具有收斂

效率佳的特性。 

 

範例三：懸臂壓電多層複材薄板之輕量化設計 

 本範例為懸臂壓電多層複材薄板結構之輕

量化設計，其結構外型與尺寸如圖六所示[15]。

上下層為壓電材料，中間四層為複合材料。上層

壓電層負載電壓為+160V，下層壓電層負載電壓

為-160V。其中壓電薄層長度 mmL 80
1
 ，複合材

料薄層長度 mmL 260
2
 ，懸臂板寬度 mmb 40 。

其限制條件為複合材料層端點在 z 方向之位移量

tip
u 不超過 1.5 mm 之要求。設計參數為每一疊層

板的厚度
1

t 、 2
t 、 3

t 、 4
t 、 5

t 及 6
t ，由於考慮疊

層薄板的對稱關係， 61 tt  ， 52 tt  ， 43 tt  ，

因此可將設計參數簡化為
1

t 、 2
t 及 3

t 。壓電層厚

度及複合材料層厚度參數
1

t 、 2
t 及 3

t 的上下限分

別為 0.2 mm 至 1.0mm。複合材料纖維排列方向

為[45°/-45°]s。 

表三為有限元素分析初始值與最佳值之比

較，最佳化之結果其結構總重量由 64.3968 g 降

至 50.7351 g，設計變數 1t 及 2t 厚度由 0.6000 mm

分別降至 0.3415 mm 及 0.2432 mm， 3t 厚度由

0.6000 mm 增至 0.9304 mm，其端點位移 tipu 亦小

於所限制的 1.5000 mm，本範例之結果達到輕量

化設計的目的，其最佳值也較文獻[16]為佳。圖

七為懸臂壓電多層複材薄板結構之收斂歷程

圖，由圖可知本範例經過 10 次迭代得到最佳值，

可以驗證移動漸近線法能夠得到不錯的結果。 
 

範例四：十桿件桁架結構最佳化設計 

本範例為十桿件桁架結構之輕量化設計，其

結構外型與尺寸如圖八所示[15]。桁架上方負載

1P 為 50000 lb，下方負載 2P 為 150000 lb。結構

之材料性質為楊氏係數 psiE 710 、材料密度
31.0 inlb ，和蒲松比 3.0 。其限制條件為

節點 2 在 y 方向之位移量 yu2 不超過 2.0 in 之要

求。設計參數為各桿件之截面積 iA ，其上下限分

別為 26.0 in
2和 0.1 in

2。 

表四為範例五有限元素分析初始值與最佳

值之比較，最佳化之結果其結構總重量由

6294.701 lb降至 4357.845 lb，其節點 2位移 yu2 亦

等於所限制的 2.000 in。本範例之結果達到輕量

化設計的目的，其最佳值也較文獻[16]為佳。圖

九為十桿件桁架結構之收斂歷程圖，由圖可知本

範例經過 14 次迭代得到最佳值，因此可證明移

動漸近線法具有收斂快並且可以得到不錯的結

果。 

範例五：直昇機尾桁結構最佳化設計 

  本範例為直昇機尾桁結構最佳化設計，其結

構外型、尺寸以及支點上的負載如圖十所示

[15]。結構共有 108 根桿件，72 個自由度。支點

1、2、3，和 4 為固定端。結構之材料性質為楊

氏係數 psiE 710 、材料密度 31.0 inlb ，以及蒲

松比 33.0 。其限制條件為第一個模態之自然

振動頻率 Hzf 0.291  ，且滿足端點之最大位移

yu ,25 小於 0.5 in。設計參數為桿件之截面積 iA ，

桿件之初始設計參數皆為 0.3 in
2，其上下限分別

為 0.06 in
2和 1.50 in

2。本範例中，為了便於製造

與應用，吾人將 108 根桿件分為 18 組[15]。 

  表五為範例六有限元素分析初始值與最佳

值之比較。本範例所得到之最佳化設計位移由

1.07 in 降至 0.50 in，自然振動頻率由 21.27 Hz

提高至 33.24 Hz，最佳化結構之重量也較文獻[15]

的重量輕，自然振動頻率及端點位移皆滿足所給

定之條件。圖十一為直昇機尾桁結構之收斂歷程

圖，由圖可知本範例經過 16 次迭代得到最佳值。 

 

六、結論 
本論文成功地應用移動漸近線法於結構的

最佳化問題上，研究中先將結構最佳化問題轉換

為近似原問題的函數，再使用對偶法求解，解題

過程中並應用 ANSYS 有限元素分析軟體執行結

構分析並驗證所得之最佳值。針對不同類型的問

題，皆可採用移動漸近線法求解結構的最佳化設

計，由數值分析中的數據顯示，應用移動漸近線

法確實可以得到不錯的結果。由於應用 ANSYS

有限元素分析軟體執行結構分析之計算，使得本

研究之結果更為可靠。 

靈敏度分析對於移動漸近線法來說是很重

要的，未來可嘗試改善靈敏度的計算效率和準確

性，使得到的靈敏度值更接近真實的靈敏度方

向，藉以提升應用移動漸近線法求解的效率。本

研究以 APDL 語法結合 ANSYS 與 FORTRAN 程

式，可以減少迭代過程所耗費的時間。由本研究

的範例中可知應用移動漸近線法求解結構最佳

化問題可獲得較其他文獻佳的結果。未來可應用

ANSYS 有限元素分析軟體之驗證，將移動漸近

線法應用於更多複雜的結構。 
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圖二  範例一 懸臂壓電雙層複材薄板結構外型圖 

 

 

圖三 範例一 懸臂壓電雙層複材薄板結構收斂圖 
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圖四 範例二 壓電複合梯形斜板結構外型圖 

 

圖五 範例二 壓電複合梯形斜板結構收斂圖 
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圖六 範例三 懸臂壓電多層複材薄板結構外型圖 

 

 

 

圖七 範例三 懸臂壓電多層複材薄板結構收斂圖 
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圖八 範例四 十桿件桁架結構外型圖 

 

 

 
圖九 範例四 十桿件桁架結構收斂圖 
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圖十 範例五 直昇機尾桁結構外型圖 

 

 

 

 

 

圖十一 範例五 直昇機尾桁結構收斂圖 

 

 

表一 範例一初始值與最佳值之比較 

 初始值 文獻[15] 本研究 

)(1 mmt  0.6000 0.2985 0.2000 

)(2 mmt  1.5000 1.0329 1.8660 

)(3 mmt  1.5000 1.5494 1.0010 

)(4 mmt  0.6000 0.2991 0.2514 

總重量 )(g  38.4000 24.6000 23.1311 

)(0.2 mmutip   0.9185 2.0000 1.9996 

 

 

表二 範例二初始值與最佳值之比較 

 初始值 文獻[15] 文獻[16] 本研究 

25  (度) 10.000 71.560 71.521 71.500 

34


 (度) 10.000 70.320 71.110 71.562 

Hz(Hz) 50 f1   33.515 50.181 50.181 50.181 
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表三 範例三初始值與最佳值之比較 

 初始值 文獻[15] 文獻[16] 本研究 

)(1 mmt  0.6000 0.3824 0.3518 0.3415 

)(2 mmt  0.6000 0.5685 0.5202 0.2432 

)(3 mmt  0.6000 0.5668 0.6559 0.9304 

總重量 )(g  64.3968 51.6000 51.3000 50.7351 

)(5.1 mmutip   0.9439 1.4999 1.5000 1.4999 

 

 

表四 範例四初始值與最佳值之比較 

 初始值 
文獻

[15] 

文獻

[16] 
本研究 

A1(in
2
) 15.00 25.99 24.97 24.97 

A2(in
2
) 15.00 0.10 0.10 0.10 

A3(in
2
) 15.00 22.96 22.35 22.35 

A4(in
2
) 15.00 14.02 14.24 14.24 

A5(in
2
) 15.00 0.10 0.10 0.10 

A6(in
2
) 15.00 1.04 1.13 1.13 

A7(in
2
) 15.00 4.07 4.04 4.04 

A8(in
2
) 15.00 15.96 16.11 16.10 

A9(in
2
) 15.00 20.13 20.89 20.89 

A10(in
2
) 15.00 0.10 0.10 0.10 

總重量

(lb) 
6294.70 4361.14 4358.24 4357.85 

in.02u 2y 
 2.68 2.00 2.00 2.00 

 

 

 

 

表五 範例五初始值與最佳值之比較 

 初始值 文獻[15] 本研究 

AG1(in
2
) 0.30 1.42 1.41 

AG2(in
2
) 0.30 0.16 0.15 

AG3(in
2
) 0.30 0.06 0.06 

AG4(in
2
) 0.30 1.47 1.46 

AG5(in
2
) 0.30 0.19 0.19 

AG6(in
2
) 0.30 0.06 0.06 

AG7(in
2
) 0.30 0.99 0.98 

AG8(in
2
) 0.30 0.23 0.22 

AG9(in
2
) 0.30 0.06 0.06 

AG10(in
2
) 0.30 1.07 1.08 

AG11(in
2
) 0.30 0.24 0.25 

AG12(in
2
) 0.30 0.06 0.06 

AG13(in
2
) 0.30 0.63 0.64 

AG14(in
2
) 0.30 0.28 0.29 

AG15(in
2
) 0.30 0.07 0.08 

AG16(in
2
) 0.30 0.35 0.36 

AG17(in
2
) 0.30 0.34 0.34 

AG18(in
2
) 0.30 0.06 0.06 

總重量 (lb) 88.88 113.88 113.78 

 Hzf 000.291 
 21.27 33.68 33.24 

inu y 5.0,25   1.07 0.50 0.50 

 


