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摘要 

本研究目的為運用釋結構模式（Interpretive Structure Model, 簡稱 ISM） 

中之階層有向圖（hierarchical digraph）理論，以高中數學補救教學教材為設 

計實例，進行結構化教材設計法研究為實例建置。 

關鍵字:結構化教學設計，詮釋結構模式，學習階層，概念式構圖 

On the basis of hierarchical digraph theory as applied to the Interpretive 
Structure Model (ISM), we propose a method for structuring a hierarchy for the 
development of instructional text. The high school mathematic repeating course 
was provided as a design demonstration for structural text design. 

Key word: Structural text design, Interpretative structural modeling, 
Learning hierarchy, Concept mapping.
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前言、 

教學者無論何時所做的指導、演示、解說、講述、定義或其他任何方式 

的「教」，其活動都涵蓋著資訊的傳遞（朱孝利，1992；Kameenui & Simmons, 

1990），而教學者首要工作就是設計出一種清晰的傳遞資訊方式給學習者，也 

就是教學者在教導專門學術或技能的領域時，如何對資訊加以確認、描述和 

剖析、分類，此即一般所指 「知識結構分析」，以引導學習者得到有效的學習。 

在目前眾多教學或教育訓練運用諸如 CAI （Computer-Assisted 

Instruction）、CBT （Computer-Based Training） 及 WBT （Web-Based Training） 

等科技輔助工具，其教材製作的上游工程：即與教材內容品質有關的－教材 

內容結構（content structure）及教學目標分析（instructional target 

analysis）兩項工作乃攸關此項工程優劣結果的重要核心，這便證明在教學 

過程中，教材是學習的首要來源，亦是教學者達成課程目標的關鍵，故教材 

應特別加以精選（關於教學的範圍）且作系統化排列（關於教學的順序），使 

教學內容組織形成系統化的架構，便於人類的學習以及製碼的過程，誠如布 

魯納（Bruner, J. S., 1960）在「教育的過程」（The Process of Education） 

一書中提到：「不論我們是教導什麼學科，首先務必使學習者理解（掌握）該 

學科的基本結構」（顧興義、陳運森，1993），這便說明教師的學科知識 （Subject 

matter content knowledge）與教學之教材內容必須以結構化之知識體系呈 

現，而學習者本身的認知結構（cognitive structure）才能得以完整正確。 

而學習者的認知結構是個人的先備知識（prerequisites），它是吸收新知的 

重要基礎，而有意義的學習（meaningful learning）只能在學生已有充分先 

備知識基礎上教他學習新的知識，故這種將新知納入自己原有認知結構，從 

而同化為自己的知識，新舊概念結合以利於學習的教學步驟稱為前導組織 

（advance organizer）（Ausubel, 1969；張春興，1999），其對學習上的幫 

助包括：增強學習者能將所學轉移至新情境中、幫助學習者對抽象資訊的處 

理、提昇低學習能力者向高層次發展，以及活用長期記憶中的資料等（佐藤 

隆博，1997）。 

Ornstein & Hunkins（1988）指出，一個良好的教學內容組織應考慮到 

順序性（sequence）、連續性（continuity）、銜接性（articulation）、統整 

性（integration）等層面，其中順序性就是課程的垂直組織（vertical 

organization），基本上是學習先後的問題（吳信義，1998，1999），如教學 

設計中，對「次級知能」（subordinate skill）或者「起點行為」（entry 

behaviors）的分析，皆是確定有那些課程內容是學習者所必須學的，再配合 

學習者程度排列出學習順序為何（張祖忻，1999），使學習者較容易建立起完
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整知識體系，而非破碎零亂的知識片斷，且能產生深度學習保留與遷移。 

目前一般教科書通常也是依章、節、重點概念層級建構而成，但以此種 

傳統樹狀結構所編排出的教材，僅提供吾人教材編排次序的資訊，經常一個 

章節裡包含多個概念，或是很多個章節才組織起一個完整的概念，故吾人無 

法從中得知各概念間的相關性，或是各單元課程間的關連性，例如概念學習 

的先後次序、概念形成的基本內涵等，因為通常一個概念的形成是由一個或 

一個以上的基礎概念所奠基而組成的，或者要學習一項概念或技能必須具備 

一些基礎能力。 

故教師在教學中若過於依賴教科書或教學指引，則對於教學品質會有負 

面的影響，McCutcheon（1980）就實證研究指出教科書及教學指引之編排和 

發展過程不一定符合教學者的實際需求，且編輯者的教材編排邏輯可能與教 

師的教學順序有所差異。Dufffy, Roehler 和 Putnam（1987）研究也發現， 

在教學過程中由自己做教學決定的教師比依循專家發展出來的教學指引的教 

師更有效能。換句話說，在教學設計的歷程中，教師若對教材內容的編排更 

具有專業的能力，則對於教學更有成功的機會。 

而又該如何將教師本身的學科結構與學習者已有的認知結構相互結合等 

教材設計問題，目前仍有待解決（楊家興，1991）。教師雖亟欲學生學會學 

校要求他們要學的東西，但常事與願違，因為學生帶著他們已有的認知結構 

進入學習活動，以企圖聯繫外在新的資訊和構想，而幾乎不會用空白的心智 

接受學習，此乃因為學習者個別差異的不同，回應學習教材也就高度的個人 

化（林文龍，1999），因此必須尋求能夠協助學習者建構自我知識架構的良 

好教材設計，以及突破目前教科書傳統樹狀結構編排方式的困境，期能更符 

合教學內容組織的順序性、連續性、銜接性、統整性等設計原則，以利學習 

者建構真正永久屬於自己的知識體系。 

研究目的、 

本研究之目的是以光啟高中數學補救教學教材為設計實例，進行結構化 

教材設計法研究，以重新編排學習項目順序，即建立起更科學化的「學習路 

徑（Learning path）」與「學習地圖（Learning map）」 ，建構具視覺化之教 

學構造圖，讓教師教學前先確認本身的知識體系，教學進行時更具邏輯與合 

理性，同時亦幫助學習者在進入新學習領域或複習舊知識時，可快速獲取新 

知與知識再生的最佳媒介，避免教師完全依賴教科書或教師手冊，以及學生 

記誦強記片斷的知識，幫助學生建立屬於自身的知識體系。
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文獻探討、 

一、知識結構分析的重要性 

布魯納（Bruner, J. S.）在其「教育過程」（The process of education） 

一書中即提及知識結構的重要性：「不論我們是教導什麼學科，首先務必使學 

生理解（掌握）該學科的基本結構」（顧興義、陳運森，1993）；並且：「每一 

學科皆有其結構；由於結構，事物有了簡單性，而使吾人可瞭解事物的內在 

意義」（Bruner, 1960）。由此可知教師本身學科知識或教材編排方式必須結 

構化的重要性。畢竟教學不單單由具備豐富學識的講者來傳播即可，教材的 

使用與編排，以及教學時表達呈現的形式，皆須是學生能接受與獲取的途徑。 

歸結知識結構的重要性分述如下： 

（一）知識構成的本質是結構性 

布魯納的「發現學習說」（discovery learning），主張結構是知識構 

成的基本架構，具結構性的教材易使學生理解，且學後能長期保存不易遺 

忘，而學生從結構中所學到的原理原則，有助於以後類似情境中，產生正 

向學習遷移，亦可培養學生獨立求知時執簡禦繁，以獲取更高層知識的能 

力。 Mandler（1983）曾說過＂Meaning does not exist until some 

structure, or organization is achieved＂ ，即知識的學習除非是在 

學習者的內在認知歷程中形成結構或組織，否則有意義的學習便無從產 

生，也就是奧斯貝爾（Ausubel, D. P., 1963）的「有意義學習」 

（meaningful learning）：由學習者本身所發現知識的意義，可納於原有 

認知結構中，產生關聯並加以統合融通，重組成為新結構，如此層次分明 

的概念體系將不斷累進，由最概括性的概念漸進分化為次層概念與特殊訊 

息，且不易遺忘（張春興，1999）。 

（二）知識結構有助於有效的學習 

Bruner 主張「學習情境（或教材）的結構性是有效學習的必要條件」 

（張春興，1999），人類經由認知表徵（cognitive representation，或 

稱知識表徵 representation of knowledge）過程獲得知識，而教學應配 

合學生的認知表徵發展階段，教導如何思維、從中發現原則，進而整合組 

織成為自己的知識經驗。而 Ausubel 的學習觀主張個體擁有主動將訊息組 

織成階層結構的傾向，若新的訊息以適切的結構相對應，便能被收入和保 

存於原有認知結構，以成為新認知結構的內容（林清山，1990），較易被 

提取使用且不易遺忘。 

（三）有效學習與記憶之間具有密切的關係 

認知學派之訊息處理論主張學習是學習者主動的歷程，習得的知識應 

是有組織、有系統的，可用網絡模式（network models）來組織及表徵， 

而學習中處理訊息的歷程是有脈絡取向的，因為隨著個人的學習經驗而累
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積知識，會在長期記憶中儲存無數的事件及過程的基模，等到要再學習新 

知識或經歷新經驗時，長期記憶中的舊基模會被提取到工作記憶中和新知 

識交互作用，協助人們對新知的瞭解。故學習者知識若要永久保留腦中， 

且以後能順利取出運用，則應掌握全面且有階層性的知識，使習得的知識 

具有結構化的型態。Johnson 和 Foa（1989）即認為依照學生其理解新教 

材的程度排列出教學順序，故設計者須創造出利於有效學習的情境，聯繫 

學科間的整合，組織架構具階層型態的學習內容。 

（四）專家與生手之問題解決的知識結構有所差異 

人面對問題時會發展一種所謂「問題表徵」，即問題解決者對於問題 

陳述的詮釋，而專家的知識基模會比生手來得多、廣而且深入，即具有較 

龐大有系統的知識庫。另外專家的知識組織較呈階層形式，擁有豐富的型 

態索引基模（pattern-index schemata），能做有效、系統的、關聯的連 

結或分類，甚至成為自動化機制，因此易於在問題解決時即能做出快速及 

有效的反應，這些基模便是專家的結構化知識（邱垂昌等人，1998；顏啟 

芳，2000；Larkin, McDermott, Simon & Simon, 1980）；反之生手則傾 

向把知識組織成為個別細節瑣碎的小單位片斷或字句，影響解題速度與效 

率。所以教師在教學過程中不可忽略培養學生獨立思考的方法，應先教會 

學生找到比較的參照點（frame of reference），知識的結構建立即是參 

照點的設定，個體若以片斷、零碎的記憶方式來堆積知識，則便不知如何 

獨立思考判斷及解決問題。故學習經驗愈多，新舊知識結合的效率愈高， 

當新知融入舊知的基模時，新知會成為未來解決問題時，尋求答案的參考 

知識之一部分。 

三、結構化教材設計 

有意義的學習在於綜合新、舊學習經驗並自行驗證及深入了解，而能重 

新建構成新的知識。故要促成「有意義的學習」進行，教科書是重要的工具。 

結構化教材設計是設計具結構性教材的設計方法。如何將教科書中的內 

容概念以及講述的綱要方向，作一整體概念性的分析，讓學生接收到具學科 

完整結構的整體概念，達到正向的「學習遷移」以及長期的「學後保留」。這 

就是結構化教材設計的意義及目的。結構化教學設計，立基於學習階層理論 

與概念構圖，乃在探討「學科內容的知識架構與其結構的表現」，首先將學習 

單元內的教材要素(學習目標)先明確的細分出來，再精確決定全部學習項目 

彼此間的關聯性，透過 ISM 分析出知識結構，最後產生構造化教材的一種設 

計方法。實施步驟為教材準備、教學指導、學習成果評量；也就是從教師以 

構造化教材指導學生開始，直到學生能由自身將知識與以理解與組織結構化 

(蔡秉燁、鍾靜蓉，民 92b)。
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結構化教材設計所組成的步驟有:學習目標分析、學習目標結構分析、學 

習內容分析、編製評量試題等四步驟(圖 1)。 

圖 1 結構化教材設計實施步驟 

結構化教材設計所分析以及表現的即是將學習內容之先備知識及進階知 

識的特性，分析並繪製成為有意義的圖表，視為概念式圖像。概念式圖像最 

有代表性的就是把學習目標間的關聯性及連結關係表現出來。此學習階層構 

造圖包含學習目標間的先備知識與其進階知識的關係、學習單元的組合、學 

習領域的組成等，是以學習目標(概念)以及概念形成的路徑，這兩個結合起 

成為一知識概念構造圖。 

步驟一 

步驟二 

步驟三 

Ø學習目標分析:旨於具體列出該學科、領 

域或主題，應具備之完整內容，以階層化 

的工作分析法輔助以分析出完整之學習目 

標。 

Ø學習目標結構分析旨於將教師對於 

學科的概念具體化，教師運用Excel以 

矩陣定出兩兩學習目標間之關聯性后 

輔以數學模型運算以求得整體知識脈 

絡架構。 

Ø具體列出於第一步驟中列出的每一 

學習目標之具體目標(一般為5至10 

個),學習內容亦稱為＂本文＂包含 

學習時間、單元名稱目標、學習要 

素、指導內容及指導重點。 

學習目標分析 

學習內容分析 

學習目標結構分析 

步驟四 

編製評量 

Ø以雙向細目表編製標準化試 

提。內容包含每一學習具體目標之 

範例、評量試題、解題注意重點及 

解答
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研究目的與方法、 

本研究目的是建立高中學習概念組成之整體結構並藉由光啟高中數 

學補救教學教材為設計實例，進行結構化教材設計法研究，並透過實例建置 

與專家諮詢等方式進行推導探索，獲得高中數學整體學習目標之概念結構組 

成以及光啟高中數學補救教學三角函數主題之結構化教材開發。茲將本文之 

研究方法說明如下： 

一、文獻分析： 

收集文獻重點主要分為三項主題，內容包括 「知識結構分析之方式」、「構 

造化學習法」，以及「結構化教材設計實施步驟」。蒐集到的文獻做整理分析 

之後，對於研究如何分析學習教材的編排順序，幫助學習者瞭解全面的知識 

結構，以及發展實例建置以確立科學化學習地圖與路徑有重要的啟示。 

二、專家諮詢 

1.參與專家選擇 

本研究參與之數學領域專家為光啟高中之數學教師, 根據個人學理、經 

驗、主觀或多數專家意見等方式抽出數學補救教材之學習要素，以及學習要 

素間之關聯性 

2.專家意見（徵詢）溝通 

參與專家人選決定後，由研究者先以電話或電子郵件方式與內容專家進 

行聯繫，在取得每位專家同意後，再以當面及電子郵件方式為其詳細介紹本 

研究之目的的進行程序，並即進行各次座談及徵詢意見工作。
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三、結構化教材設計實施步驟 

步驟一 

步驟二 

步驟三 

Ø學習目標分析:旨於具體列出該學科、領 

域或主題，應具備之完整內容，以階層化 

的工作分析法輔助以分析出完整之學習目 

標。 

Ø學習目標結構分析旨於將教師對於 

學科的概念具體化，教師運用Excel以 

矩陣定出兩兩學習目標間之關聯性后 

輔以數學模型運算以求得整體知識脈 

絡架構。 

Ø具體列出於第一步驟中列出的每一 

學習目標之具體目標(一般為5至10 

個),學習內容亦稱為＂本文＂包含 

學習時間、單元名稱目標、學習要 

素、指導內容及指導重點。 

學習目標分析 

學習內容分析 

學習目標結構分析 

步驟四 

編製評量 

Ø以雙向細目表編製標準化試 

提。內容包含每一學習具體目標之 

範例、評量試題、解題注意重點及 

解答
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結果與討論（含結論與建議） 

本研究之目的是建立高中學習概念組成之整體結構並以光啟高中數學補 

救教學教材為設計實例，進行結構化教材設計法研究，以重新編排學習項目 

順序，即建立起更科學化的「學習路徑（Learning path）」與「學習地圖 

（Learning map）」 。經由實施結構化教材設計步驟及與專家往返討論結果如 

下

一、高中數學六冊經由學習目標分析 

經由學習目標分析得到高中數學學習單元共二十七個主題，如圖 2高中 

數學科學習主題架構圖所示。再將分析出每一主題所需學習之單元共有九十 

六個學習單元(分析範例如圖 3所示)，分別為 1.邏輯的基本概念 2.集合的基 

本概念3.函數的基本概念4.整數 5.有理數與實數6.平面座標系7.複數與複 

數平面 8.等差數列等比數列 9.等差級數等比級數 10.無窮等比級數 11.數學 

歸納法12.多項式的四則運算13.餘式定理因式定理14.最高公因式最低公倍 

式 15.多項函數 16.多項方程式 17.多項不等式 18.指數 19.指數函數及圖形 

20.對數 21.對數函數及圖形 22.查表、內插法 23.銳角三角函數 24.三角函數 

的基本關係 25.三角函數值表 26.廣義角的三角函數 27.正弦定理、餘弦定理 

28.三角測量 29.三角函數的圖形 30.和角、差角公式 31.倍角、半角公式 32. 

和差與積的互化33.正餘弦函數的疊合34.反三角函數的基本概念35.複數的 

極式 36.有向線段與向量 37.向量的基本運用 38.向量的座標表示法 39.向量 

的內積 40.空間的概念 41.空間座標系 42.空間向量的座標表示法 43.平面方 

程式 44.空間直線方程式 45.一次方程組的解法 46.矩陣的列運算 47.行列式 

48.克拉瑪公式49.圓的方程式50.圓與直線的關係51.球面方程式52.球面與 

平面的關係 53.拋物線 54.橢圓 55.雙曲線 56.圓錐曲線與直線關係 57.集合 

元素個數的計算 58.排列、組合的原理 59.排列 60.組合 61.二項式定理 62. 

樣本空間與事件 63.機率的性質 64.數學期望值 65.統計抽樣 66.資料整理、 

統計圖表 67.平均數 68.離差 69.條件機率、貝氏定理 70.獨立事件與相依事 

件 71.變異係數 72.相關係數 73.座標軸平移 74.座標軸旋轉 75.矩陣的加法 

76.矩陣的係數積 77.矩陣的乘法 78.平面上的線性變換 79.絕對不等式 80. 

條件不等式 81.二次不等式 82.指數不等式 83.對數不等式 84.簡易三角不等 

式 85.線性規劃 86.數列的極限 87.函數的極限 88.連續函數 89.導數的基本 

概念 90.多項函數的導數 91.函數的遞增與遞減 92.極值問題 93.曲線下的面 

積 94.連續圖形 95.黃金分割 96.空間圖形 

此一階段獲得高中數學整體學習目標之概念結構組成如圖 4所示。
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圖二. 高中數學科學習主題架構圖 

高中數學總綱 
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4複數與複數平面 

第一章 
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9三角函數 
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10三角函數的 
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12反三角函數 
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11三角函數的 
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14空間中的 

第三章 

15一次方程組 

第五章 

17圓與球面 

第四章 

16矩陣的列運算 

第一章 

18圓錐曲線 

第二章 

19排列 
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21機率與統計 
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20組合 

數學甲 

上冊 

數學乙 

上冊 
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22機率與統計 

第二章 

23平面上的 

第三章 

24矩陣 

第四章 

25不等式 

第五章 

26線性規劃 

第一章 

矩陣 
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30幾何圖形
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圖三. 學習單元架構圖 

1邏輯的基本概念 

2集合的基本概念 

3集合的運算 

4函數的基本概念 

第一章 
基礎概念 

5整數 

6有理數與實數 

7平面座標系 

第二章 
數與座標系 

8二元一次方程式 
的圖形 

9直線的斜率 

10直線的方程式 

11直線的交角 

12點與直線的距離 

第三章 
直線方程式 

13複數的意義 

14複數的四則運算 

15複數平面 

第四章 
複數與複數平面 

16等差數列 

17等比數列 

18等差級數 

19等比級數 

20無窮數列 

21無窮等比級數 

22數學歸納法 

第五章 
數列與級數 

23多項式的意義 

24多項式的 
四則運算 

25餘式定理 

26因式定理 

27最高公因式 
最低公倍式 

28多項函數 

29多項方程式 

30多項不等式 

第六章 
多項式 

數學第一冊(高一上)
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圖 4 高中數學整體學習目標之概念結構組成
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二、數學補救教學三角函數主題之結構化教材開發 

(一)､學習要素之細分化 

以「三角函數基本概念」單元實施教材設計，經由三角函數單元之 

現有教材經由教學目標分析、教學目標結構分析、教學內容分析、教學 

內容結構分析，由研究者從李虎雄(2001)等人所著《高中數學Ⅱ》第二 

章三角函數基本概念單元中，將教材的所有學習項目之構成要素一一抽 

出，總共找出 34 項教材要素，並做出學習要素分析圖，如圖 5所示：
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圖 5 三角函數基本概念－學習要素分析架構圖 
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(二)､要素間的關聯表現 

接下來，將這些教材要素排列出學習先後的問題，即考慮教材要素 

間的「前提－目標」（由前到後）關連性；也就是說，必須區分出「前 

要素（predecessor element）」與「後要素（successor element）」前 

後關連的比較排列，使學習的方向從前要素指向後要素。方法乃將找出 

的全部教材要素製成 「關係分析表」 後，再轉化為 「相鄰矩陣」（adjacent 

matrix），故此階段可分為兩個步驟分析： 

(1)關係分析表 

將全部教材要素逐一兩兩相互比較其間是否存有前後關連性， 亦即 

前要素是學習後要素所必備的能力，即前要素是學習後要素之先備知 

識，若有前後關係者畫記為「1」，無前後關係者，則以空白表示，如本 

例：前要素 2「始邊」與後要素 3「終邊」、5「正角」、6「負角」、7「象 

限角」、8「廣義角」之交集格中畫記「1」。最後完成全部項目教材要素 

間關聯表現之「要素因果關係表」，如表 1所示。
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表 1 三角函數基本概念－教材要素關係分析表 

No 前要素 後要素 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 

1 標準位置角 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

2 始邊 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

3 終邊 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

4 旋轉量 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

5 正角 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

6 負角 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

7 象限角 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 

8 廣義角 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 

9 最小正同界角 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 

10 最大負同界角 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 

11 方位角 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

12 仰角 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

13 俯角 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

14 正弦函數 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

15 餘弦函數 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

16 正切函數 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

17 餘切函數 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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18 正割函數 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

19 餘割函數 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

20 三角函數在各象限正負號 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

21 化一般角為銳角三角函數 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

22 倒數關係 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 

23 餘角關係 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 

24 商數關係 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 

25 平方關係 0 0 0 1 1 1 1 0 1 

26 用電算器求三角函數値 0 0 1 0 0 0 0 1 

27 用查表法求三角函數値 1 1 0 0 0 0 1 

28 內插法求三角函數近似値 1 0 0 0 0 1 

29 特別角 30 
o 
45 

o 
60 

o 
0 0 0 1 1 

30 正弦定理 1 1 0 1 

31 投影定律 1 0 1 

32 餘弦定理 0 1 

33 簡易作圖 1 

34 簡易三角測量
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(2)相鄰矩陣（adjacent matrix）的運算分析 

將要素因果關係表，再轉化為數學表現型式－即具有二值矩陣 

（binary matrix）性質的相鄰矩陣，以符號 A表示之，以便於數學運算。 

A= 

＝[sij] , 

（i＝ 

1,2,……,n;； j＝1,2,……,n） 

(3)､將「相鄰矩陣」轉為「可達矩陣」 

將相鄰矩陣 A 加上單位矩陣 I，變為「含有自己的因果關係矩陣」以 B 表示之，然後 

再以布林代數運算法將 B轉化為「可達矩陣」 (reachable matrix)，以 T表示之。 

首先定義 B = A + I （B是含有自己的因果關係矩陣） 

Where A ＝相鄰矩陣 

0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

si R sj＝0 
si R sj＝1 Where , 

and si R sj ＝ siRsj ＝0, if si ＝ sj
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I ＝單位矩陣 

【可達矩陣之計算】 

B≠B ２ ≠‥‥≠B n-1 ＝B n 

可達矩陣：T = B n 

得到運算結果 T = B n =B，即 B 9 ＝B 8 ×B＝T（可達矩陣）。 

1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

接著，將可達矩陣轉化為階層矩陣，其作法如下。 

【定義】： 

si為要素項目的號碼， si＝1,2,…..n。 

R（si）為可達集合：在可達矩陣中將橫的各項目其和縱向項目交集值為 1者抽出。 

Q（si）為先行集合：從可達矩陣中，將縱的各項目和橫向的項目交集值為 1 者抽出。 

R（si）∩Q（si）為上述兩集合之交集。 

【例】： 

si 為 1的場合： 

R（si）：1 6
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Q（si）：1 2 3 4 5 8 

R（si）∩Q（si）：1 

(4)､教材構造圖 

最後，將階層矩陣圖轉化成為「教材構造圖」及最佳化「學習路徑」 

分析圖，如圖 6所示。
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圖 6 三角函數基本概念—學習階層與學習路徑
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(二)、學習教材分析之步驟 

實施過學科內容的分析之後，再經由詮釋結構模式的數學矩陣列運算推演，最後得到 

「三角函數基本概念」單元的學習階層圖及學習路徑圖，此為教師在教學前準備以及實施 

補救教學時，可運用在其瞭解學科內容的一種前導組織（advance organizer），一方面可 

作為全面知識組織架構的一項分析工具，另方面，可作為實際教學的時間與節數分配之安 

排。接下來，要實施學習教材的分析，其步驟說明如下： 

(1)、繪製教學內容計畫構造圖 

將上述階段所完成之學科內容教材概念階層圖及學習路徑圖加上 「授課節數」 之規劃， 

將 34 項教材要素依學習路徑及學習內容的份量做適當的切割，讓教師和學習者皆能瞭解整 

個學習單元的概念構圖，如圖 7。 

1、指導內容的教學設計 

實際的教學活動是以直線式的型態進行，故需設計適合教學活動的 

指導教案，並依教學活動分配教學時間，以本研究所設計的「三角函數 

基本概念」單元為例，若教學時間為兩節課的課程教材，則依安排 

兩堂課的全部學習要素，繪成指導內容的教學設計構造圖，如圖 8。 

(王素賢、蔡秉燁，2003)。
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圖 7 三角函數基本概念—教學內容規劃圖 
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15.餘弦函數 

14.正弦函數 

19.餘割函數 

18.正割函數 

17.餘切函數 
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1.教學時間： 兩節課 

2.教學目標：1.能認識無向角和有向角的用法。 

2.能瞭解正角和負角的意義及判斷的方法。 

3.認識簡易測量的基本測量用詞。如：方位角、仰角、俯角等。 

3.教學過程： 

圖 8 指導內容的教學設計構造圖 

7.仰角、俯角：目標物與觀測點連成一線，此連線與 水 

平線的夾角，若目標物在水平線的上 

方，則夾角為仰角。若目標物在水平線 

的下方，則夾角為俯角。 

5.方位角：通常以東西南北方，配合 角 

度來區別。例如：東偏北 30 
o 

簡稱東 30 
o 
北。 

3.正角：逆時針方向旋轉的角。 

負角：順時針方向旋轉的角。 

2.旋轉量：始邊與終邊所夾角度之度量。 

1.始邊、終邊：在平面上，一射線OP (箭頭起始位置)，以端點 O為旋轉中心， 
依逆時針或順時針方向旋轉一個角度至OQ (箭頭終結位置)。 
OP稱為始邊，OQ 稱為終邊。 

學
習
順
序
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(2)設計學習教材 

欲發展設計出完整的學習教材，首先要將教材的學習要素一一抽出構成學習目 

標、分析學習內容，再加上概念圖示，融會貫通形成一個結構化的組織。研究者根據 

上述的教學設計構造圖，設計出有效學習的指導內容結構化教材，如表 2、表 3。 

(王素賢、蔡秉燁，2003)。 

表 2 學習內容分析 

時間分配 學習內容 學習目標 評量重點 

5分 1.始邊 認識始邊的意義和表示方 

法 

能辨識始邊之方向 

5分 2.終邊 認識終邊的意義和表示方 

法 

能辨識終邊之方向 

5分 3.旋轉量 認識旋轉量的定義及表示 

方法 

能配合始邊和終邊畫出旋轉 

量的大小 

20 分 4.正角 了解正角的定義和方向 能判斷正角所代表的方向 

20 分 5.負角 了解負角的定義和方向 能判斷負角所代表的方向 

15 分 7.方位角 認識方位角的表示方法及 

方位的訂定原則 

能指出方位角所在的位置並 

繪畫出角度的方向 

10 分 10.仰角 認識仰角的定義及用法 會判斷哪些角是屬於仰角 

10 分 11.俯角 認識俯角的定義及用法 會判斷哪些角是屬於俯角
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表 3 三角函數基本概念－補救教學自編教材 

單元名稱 2~4 廣義角的三角函數 單元內容 有向角 

內容名稱 始邊 、 終邊 

單元 

學習 

目標 

1. 認識始邊的表示法。 

2. 認識終邊的表示法。 

時間分配 章節點 教學內容 

5分 

5 分 

2-4-2 

2-4-3 

在座標平面上，一射線OX (箭頭起始位置)，以端點 O為旋轉中 

心，依逆時針方向旋轉(或順時針方向)一個角度至OP (箭頭終結 

的位置)為止。此時，射線OX 稱為此有向角的始邊，OP稱為終 

邊。(如下圖所示) 

單元評量 

1.請指出那一個圖的表示是正確的？(A)                  (B) 

2.請畫出一有向角的圖形，並標出始邊、終邊的正確位置？___________。 

3.請依圖示寫出正確的始邊與終邊之正確的位置？ 

X  始邊 

P 終邊 

θ 
O 

X  始邊 

P 終邊 

θ 
X  終邊 

P 始邊 

θ 

(  ) 

(  )
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3、編製測驗題目 

編製測驗時，首應訂定測驗所欲測量的教學目標，而用來描述具體學習結果所用的 

術語，必須是可觀察的行為，且可用以描述不同層次的學習成果。接著將教學目標及學 

習內容一覽表兩者分別列舉於後，以便能編製出一個雙向細目表，用於決定教學目標 （學 

習結果）與學習內容（教材內容）的關係，即訂出各個不同領域之相對比重，期能評量 

出教學者所預期之學習結果及教材的代表模式。最後，再依據雙向細目表與教材和練習 

題等教學內容分析，製作測驗題目時的指引，如表 4。 

表 4 雙向細目表 

知識 理解 應用 學習結果 

教材內容 描述 定義 原理 概念 轉換 辨別 歸納 計算 

總

計 

1. 始邊 1 1 

2. 終邊 1 1 

3. 旋轉量 1 1 

4. 正角 1 1 

5. 負角 1 1 

6. 方位角 1 1 2 

7. 仰角 1 1 2 

8. 俯角 1 1 2 

對測驗編製者而言，雙向細目表猶如編製測驗題目時的藍圖，它詳細而可一目瞭然的 

說明測驗題的數目及性質。類似矩陣表格之雙向細目表，能發現學習結果與教材內容間的關 

係，並訂出各個不同範疇之相對比重（矩陣中每個細格內的數字為考試題數，其取決於每項 

學習結果和教材內容之比重為何而定），最後，再加總各項依教材內容來分、依學習結果來 

分，以及全部總題數等三類的總數，以確保測驗能評量出吾人所預期之學習結果及教材的代 

表模式。故依照前項雙向細目表編製一份「三角函數基本概念」單元隨堂測驗，如表 4-5 所 

示，以作為教師教學之檢討依據，並為補救教學的參考來源。 

結論與建議 

本研究目的是建立高中學習概念組成之整體結構並藉由光啟高中數學補救教學教材為 

設計實例，進行結構化教材設計法研究，並透過實例建置與專家諮詢等方式進行推導探索， 

獲得高中數學整體學習目標之概念結構組成以及光啟高中數學補救教學三角函數主題之結 

構化教材開發。
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(1) 學習概念組成之整體結構可作為教材及課程開發之依據 

(2) 學習概念組成之整體結構可作為師資培育時提升對專業領域知識了解之依據 

(3)具體化呈現概念構圖之思考脈絡，支援教師教學效能 

一般紙筆式的概念圖在構圖過程中，經常會因概念個數過多而造成命題所形成的圖形 

變得十分複雜，增加構圖時的認知負荷。本研究將概念構圖的技術輔以電腦程式處理，不 

但可以確保結果的正確性、且能節省許多運算的時間和精力，也方便多次的修改或擴增學 

習要素的結構，有效的支援教師教學效能。本研究透過 ISM 法設計數學科教材，不但可以 

提高教學設計者概念構圖之思考脈絡，更能使教師心無旁騖地思考各概念間結構的前後因 

果關係。 

(4)圖像式的教材內容呈現，可使教師更明確掌握學習順序 

本研究經由研究者所任教的學校做實證研究顯示，以 ISM 法設計數學科補救教學教 

材，研究者發現在分析學習要素各概念間前後因果關係及概念關係的遷移作用，必須十分 

確定地分析有或沒有（即 0 與 1）的學習前後關聯性。再針對每個學習要素的定義、彼此 

之間的學習順序掌握得十分精確，進行 ISM 法數學列運算後之結果，教材內容呈圖像式的 

表現，教師可明確掌握學習順序，增強教學的流暢性。 

(5)階層式的 ISM 結構化教材，可幫助學生進行補救學習 

研究者發現透過 ISM 結構化教材之設計，是幫助教師對學習內容加以組織構造的精緻 

化（elaboration）策略，也使知識架構更加明確清晰，而使儲存在長期記憶中的知識被使 

用的機率增高，一旦新知識與舊知識產生連結，即形成有意義學習的因果關係，便能形成 

深層記憶，長久保留在記憶中，不容易被忘記。圖形視覺化的 ISM 層級結構圖的教材設計 

可增強心像（imagery）作用，幫助學生進行補救學習。 

(6)結構化教材設計，可縮短教師的備課時間 

本研究所設計的結構化教學教材，立基於學習階層理論與概念構圖，透過 ISM 分析出 

知識結構，最後產生構造化教材的一種設計方法。經由研究與學科專家討論發現結構化教 

材的設計，可縮短教師的備課時間，進而助於有效的教學。
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計畫成果自評 

本研究計畫預期完成之工作項目如下 

1. 高中數學補救教學之設計方法 

2. 高中數學補救教學之單元教材 

3. 補救教學之教材設計模型 

4. 結構化概念構圖之學習法 

已達成原訂計畫之規劃及預定達成之預期目標。


