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一、前言 

 
最早的拓樸最佳化結構是由Prager和Rozvany [1] 所建立之最佳排列型(optimal layout)拓樸概

念開始，直到近十年引起廣泛討論[2]。 拓樸最佳化設計元素分成二種類型，即直線元素連接的
框架格配置型(layout type)結構元素，與整個設計領域初始佈滿彼此毗鄰且無間隙的構成元件，稱
為連續型(continuum type)的結構元素。 配置型拓樸最佳化使用元素較少，進行最佳化搜尋亦較簡
單，不需應用其他解析靈敏度及近似方法，可直接以最佳化演算結合有限元素法進行拓樸最佳化

設計。 Rozvany，Olhoff和 Bendsøe [3,4]等首先發展出平面均質化理論(homogenization theory)進
行拓樸最佳化設計。 Mlejenk和 Schirrmacher[5]，BendsØe和 Haber [6]等學者提出材料分佈的概
念，以平面結構來說，將每個元素的材料厚度當作設計變數，改善均質法變數太多的問題，簡化

求解的過程。 近年來，拓樸最佳化中應用最廣泛的方法是指數逼進法(power-law approach)或稱為
SIMP (Solid Isotropic Microstructure with Penalization)法，它是以 Bendsøe[7]提出的材料分佈法
(material distribution method)作為拓樸最佳化的設計概念，在離散(discretize)設計領域(design 
domain)中的每個元素材料性質均假設為常數，並與每個元素的材料密度乘上一指數懲值以呈現相
關性。 
撓性機構(compliant mechanisms)或稱之為順從度機構，意指機構系統中至少有一連接處，是
用彈性變形達成力與位移運動關係的機構。 現今機械物件已由粗觀(macro)尺寸進入到微小(micro)
尺寸，撓性機構的優點也再次受到研究人員的重新思考與檢驗。 例如，一個簡單的一體成形機構，
可以最少零件數目合成來取代多個複雜元件組成的機構，兼具無摩耗問題、不需潤滑、容易製造

及無需裝配等[8]特性，這些長處正符合應用在微小尺寸機械設計領域中。 微撓性機構已被應用
於微機電系統(Micro-ElectroMechanical Systems, MEMS)，例如 S型微撓性機構來模擬彈簧功能，
撓性樑(flexural beam)及撓性膜盤(diaphragm)等應用結構的彈性變形產生致動或訊號的裝置，出平
面微致動器(out-of-plane micro actuator)，即是利用樑結構的撓性來達到致動效果[9]，在許多微米
精度操作或微機械運動情況下，機件的動作幅度很小，更適合使用微撓性機構達成。 
這些微撓性機構設計，可由設計者的巧思完成，或籍由機構設計原理完成雛形，再用試誤方

法改良。虛似剛體模型(pseudo-rigid body model, PRBM)的方法[8] 是目前較具有系統及理論的基
本設計方法。 撓性機構的性能設計，乃是期望在指定輸出部位的位移量增大，最常用的順從度機
構性能指標，是最大化輸出位移為目標函數。 其中三種機構設計方法以被應用為順從度機構性能
指標： (1)最大化機械優勢(mechanical advantage)，以輸出力和輸入力的比來做為性能函數，所得
到的最佳性能意義在於具有小輸入力得到大輸出力，使結構物具備有輸出力放大效果，使用此性

能參數可設計輸出力放大的機構。 (2)最大化幾何優勢(geometric advantage)，幾何優勢法是以輸
出位移和輸入位移的比做為性能描述，所得到的最佳性能意義在於具有小輸入位移得到大輸出位

移。 (3) 最大化機械效能(mechanical efficient)，機械效能指標是以輸出功與輸入功來做性能描述，
得到的最佳性能意義在於使結構物具備有最佳能量傳遞效果。 本文是以屬於材料分佈法的 SIMP
法為基，設計順從度機構，相關之理論與方法包含 (1)材料分佈法(SIMP)，(2)結構有限元素分析，
(3)解析一階靈敏度，(4)最佳化近似方法，(5)拓樸棋盤現象，及(6)拓樸修整與撓性角問題之探討。 
 
 

二、順從度機構拓樸最佳化設計程序 
 
通常結構物的撓性(flexibility)是形容及描述結構物在特定外力作用下形變的程度，撓性愈

大，表示結構物在特定外力作用下形變的程度愈大。將結構的撓性與結構的強健度比較，可以得

知撓度與剛度(或稱強健度)其實是表示該結構反向的性質，撓性程度愈大的結構表示剛性度為愈
小，反之亦然。 圖 1表示以撓度為主要考量的設計模型及邊界範圍。 
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圖 1 拓樸撓度設計模型 

 
 
以平面連續型的拓樸最佳化設計為例，選用的元素形狀為大小一致的矩形平面元素，本研究

所發展成功的拓樸最佳化設計主要步驟如下： 
1. 規劃設計物的設計領域大小，模擬物理模型的邊界及離散化設計領域的連續體元素 
2. 規劃設計物的最佳化數學模型 
3. 建立設計區元素編號、設計變數編號及過濾器相素編號 
4. 設定設計變數的初始值，一般是以材料使用限制量比率作為設計變數初始值 
5. 執行有限元素分析，得到所需的相關響應值、元素勁度矩陣值及全域勁度矩陣 
6. 執行毗連法 (含 SIMP處理)，進一步計算得到指定位置的靈敏度值。 在結構最化設計中，最
常用的有直接法(direct method)、毗連法(adjoint method)及虛載力法(virtual-load method)三種[10] 
7. 供應靈敏度值給過濾器裝置，得到修正之靈敏度值。 連續型元素拓樸最佳化設計結果，不論
是使用均質法或材料分佈法，均會出現類似棋盤(checkerboard-like)結構圖形。 本文採以 Sigmud 
提出的 mesh-dependence過濾器(filter)方式[11] 
8. 由第 5步得到的響應值及第 7步的靈敏度修正值，應用至MMA法，組成顯性近似函數。 處
理大尺寸(large scale)的結構最佳化問題，為減少有限元分析計算部份，經常採用近似方式
(approximation method)，將隱函數轉換成近似顯函數(explicit approximation function)，來減少數值
計算量，使用不同的近似方法都需要有敏靈度來輔助。 
9. 求解第 8步驟的顯性近似函數，得到次點的設計變數值 
10. 檢查是否收斂或超過最大迭代允許值，若是肯定的，則完成拓樸最佳化設計並跳至步驟 14；
若否，則進行下一步驟 
11. 繪製拓樸灰階圖 
12. 將設計變數值，利用第 3步驟的索引值將設計變數代回至相應的元素，依 SIMP法改變元素
材料性質。 以次點的設計變數可得到次點的各個楊氏係數值，然後便可再次進行有限元素分析 
13. 重覆步驟 5到 12 
14. 進行拓樸後處理，以得到最後的設計結果並再進入有限元分析以驗證結果 
此時得到的拓樸形態圖主要是供設計者作為設計參考或是供形狀最佳化的初始形態圖[13]，
進行更細部的形狀最佳化及尺寸最佳化。 本文的拓樸修整是以人工方式修飾，設計者盡量不改變
拓樸形態下，將鋸齒狀邊緣修飾平滑。 另外，最後拓樸圖常會出現的元素連接部位，呈現明顯的
陝隘現象，此種拓樸型態，不足以視為合理可用的結構外形，因為此處會產生過度的應力集中現

象，導致撓性結構的破壞。 於拓樸撓性結構設計中，此種拓樸型態通稱為撓性角現象(flexible hinge 
phenomenon)，因此在後處理時，設計者在盡量不影響結構性能下，用類接頭(hinge-like)型態，即
凸型或凹型撓性接頭的方式取代陝隘撓性角現象，成為合理可用的撓性結構。 



 
三、微型順從度機構拓樸最佳化設計 

 
微機電系統中已發展各式微致動器設計，如壓電式致動器(piezoelectric actuator)或梳狀致動器

(comb actuator)等，可供為微機構設計的輸入源。 此類致動器致動方向垂直於致動器端，並且致
動器位置受限諸多，不可任意放置。 在致動器位置已知的情況下，結合順從度機構達到微機構設
計，如此之結合設計可謂之智慧型機構(smart structure)[14]。 另外，順從度機構本身具有能傳遞
力、位移及能量的功能，則應用順從度機構的此項優點來取代傳統機構設計，就能有效降低組成

零件數。 以下介紹的微順從度機構設計例，是一雙輸出的對稱型順從度機構設計，而最佳化數學
模式主要是以最大化機構的輸出順從度作目標函數，及最大化幾何優勢順從度機構作目標函數。 
    本例為一致動型微型位移轉換雙輸出機構設計，在微機電系統元件的應用上，其雙輸出位移
可以達到夾持效果，應用於微細作業中的微小零件加工、組裝、夾持等微細操作上。 設計領域規
劃及輸出輸入端為如圖 2所示，其厚度為 m7µ 。 圖中Ω為設計領域，設計領域左端中央受向右
的集中力負荷，預期設計領域右端中央有指定雙方向輸出位移。 以設計領域中的每個有限元素為
設計變數，分成最大化指定輸出部的位移為目標函數與最大化幾何機械優勢為目標函數。 設計領
域中限定的總體積為限制條件，楊氏模數為 ( )2310180 mNE µ×= ，輸入力為 NFin µ1000= ，初始

時設定材料量為 0.2，設計此撓性機構的最佳拓樸形態，其最佳化設計之數學模型為： 
Find X 

Maximize outUXf =)(  (最大化指定輸出部的位移)                    (1) 
or maximize  inout FFXf /)( =  (最大化機械優勢)                    (2) 

s.t. allowable
T VXvXg ≤= )()( ρ                                (3) 

UpperLower XXX ≤≤                                       (4) 
 
 
 

 
 

圖 2 設計領域及邊界設定 
 
 
 
設計案例一：最大化位移輸出 
 
    圖 3 為最後之拓撲型態圖。 圖 4為修飾過後之拓撲型態，以有限元素分析的結果圖。輸入
位移為 0.0107902 μm時，最佳化設計所得之輸出位移為 0.00693151 μm。 



 
 

 

圖 3 案例一之拓樸形態圖 
 
 
 

 

圖 4案例一之拓樸形態有限元分析結果圖 
 
 
 
設計案例二：最大化幾何機械優勢 
 
    圖 5 為最後之拓撲型態圖。 圖 6為修飾過後之拓撲型態，以有限元素分析的結果圖。輸入
位移為 0.0106941 μm 時，最佳化設計所得之輸出位移為 0.00774456 μm μm，幾何機械優勢
為 0.7242。 
 



 

圖 5案例二之拓樸形態圖 
 
 
 

 

圖 6案例二之拓樸形態有限元分析結果圖 
 
 
 

五、結論 
 
    本研究已成功發展建立以結構剛性及以結構順從度為主要設計目標的拓撲形態設計方法與程
序，在基本模型的建立上，都已達到與國際其他公認標準的結果一致，甚至於有些結果優於已公

布之國際論文結果，同時對微型撓性機構設計亦已得到初步良好之結果，本研究結果正著手繕寫

期刊論文中。 在本文之兩種設計案例而言，其最佳設計之結果是不同的。 此二案例之輸出入端
彈性係數皆相同，案例一之幾何機械優勢經換算可知為 0.6424，比案例二為小。 若因題目之不同，
此差距有擴大之可能，因此可考慮同時以此兩種目標設計為一體之設計研究。 
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