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機械手臂抓取接觸力分析 

Contact Force Analysis in Robot Grasping 
計 畫 編 號：NSC97-2221-E-032-031 
執 行 期 限：97 年 8 月 1 日至 98 年 7 月 31 日 
主 持 人：劉昭華   淡江大學機械與機電工程學系 
計畫參與人員：成怡    淡江大學機械與機電工程學系 

一、中文摘要 

本研究利用赫氏接觸原理、以及力平衡方

程式，推導出機械手臂抓取球形物件時的力與

位移關係式。只要給定手指的夾緊位移，即可

代入關係式求出手指與物件間的正向及側向

(摩擦)接觸力。此研究是針對二指抓取，手指

可以模擬成剛體或是可變形體，夾緊方式也可

以是平移夾緊或是旋轉夾緊，夾緊系統可以左

右不對稱，此研究皆以解析方式求出以上各情

況的封閉形式解。 

關鍵詞：機械手臂抓取、機械手臂挾持、接觸

力學 

Abstract 

In this research Hertz contact theory and 
equilibrium equations are used to derive 
force-displacement relations for a robot grasping 
a spherical object. By substituting a tightening 
displacement of robot fingers into these relations, 
the corresponding normal and tangential 
(frictional) components of fingers-to-object 
contact forces may be determined. The fingers 
may be elastic or rigid, tightening displacements 
may be linear or angular, and the tightening 
system may be asymmetric. Closed form 
solutions are obtained in all these cases. 

Keywords: Robot grasping; Robot Gripping; 
Contact mechanics 

二、緣由與目的 

「機械手臂抓取」(robot grasping)是使物

件(object)喪失自由度(mobility)，使其隨著機

械手臂運動。由於抓取是自動化加工過程及智

慧型機器人經常的動作，因此已成為近年來非

常熱門的研究議題。有些幾何形狀的物件無法

被無摩擦接觸力所限制[1-2]，需要靠摩擦力才

能抓取。然而摩擦力的出現，對系統模擬與動

態分析造成很大的困擾，當庫倫摩擦定律

(Coulomb’s Law of friction)應用在剛體物件

時，有些動態問題無解，而另一些問題會出現

多個解[3-4]。Dupont[5]說明這種不合理的現

象即使在單自由度的接觸亦會發生，他建議考

慮物件的變形以避免這種現象。因此 Howard 
and Kumar[6]所建立的模型加入了物體之變

形及撓度。Kraus 等[7]只針對彈簧及集塊質量

模式，並証明這模式的唯一解必定存在。

Cutkosky[8]將被夾持物件視為可變形體，並估

計其剛性(stiffness)。接著 Cutkosky and Kao[9]
估計出人形手指抓取時的撓度。Nguyen[10]
設計出帶有撓度的抓取方式，可穩固挾持任意

形狀的平面多邊形物件；Nguyen[11]亦針對所

有力量封閉的夾持方式，證明藉著彈簧都可形

成穩固的夾持。Howard and Kumar[12]討論在

平衡狀態下穩固夾持(stable grasps)的條件，並

推導出帶撓度的手指穩固夾持平面物件的條

件，Donoghue 等[13]將此條件推展至空間物

件(亦請參考[14])。 

在上述許多研究中撓度是由線性彈簧
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(linear springs)所產生，但 Lin 等[15]指出線性

彈簧的撓度模型並無實驗結果支持，而 Rimon 
and Burdick[16]更指出線性彈簧未能將接觸

體的曲率(curvature)加入模式之中，因此可能

產生錯誤結果。他們利用彈性力學中的赫氏接

觸(Hertz contact)產生非線性的撓度，並用以求

出撓性抓取時的剛性矩陣(stiffness matrix)。
Sinha and Abel[17]在處理摩擦抓取時亦在側

向加上非線性的力與位移關係，他們並且利用

非局部的摩擦定律(nonlocal fricction law)，如

此可定義出系統位能，並使用最小位能原理求

出正向及側向接觸力，他們的數值計算過程是

利用 Lagrange 乘數(Lagrange multipliers)，並

使用 Schittkowski 非線性最佳化技巧。Xydas 
and Kao[18~20]使用赫氏接觸原理估計柔軟手

指 (soft fingers)與堅硬物體接觸時的剛性

(stiffness)與撓度(compliance)，這方面的實驗

結果及模型建立請參閱[18~22]。Lin 等[23]亦
藉助赫氏接觸原理建立堅硬手指與柔軟物體

接觸的數學模型，Wu and Dong[24]則利用有

限元素法分析人類手指的二維非摩擦接觸，而

Wu 等[25]則將此分析拓展至三維接觸。 

到目前為止最精確的摩擦接觸原理是前

述由 Sinha and Abel[17]所提出的靜態(static)
模式，以及 Howard and Kumar[6]所建議的動

態(dynamic)模型，這些方法類似有限元素技

巧，都需要以數值方法處理非線性變分原理，

並不能用在即時模擬[7]；Lin 等[15]亦指出這

些方法不適合用在於挾持規劃。Lin 等[15]雖
然提出較簡單的方法估計撓度，但卻僅限於無

摩擦接觸。因此，至今尚無正確且實用的方法

估計出抓取時的正向及切線接觸力。 

本研究的目的，是針對兩指的摩擦接觸，

找出接觸力與外加強制位移量 (imposed 
displacements)的關係，亦即由驅動器施加的夾

緊位移量，可求出手指與物件間的正向及側向

接觸力，而且並未使用簡化的彈簧及集塊質量

模式，也未將系統簡化成柔軟手指與堅硬物

體，或是堅硬手指與柔軟物體，而是根據赫氏

接觸理論，將手指及物件皆視為彈性體。解答

將以閉合形式(closed-form)呈現，可用在即時

模擬。本研究將針對較常見之兩指圍繞抓取形

式[26]，亦即線性夾緊與旋轉夾緊兩種形式，

每種形式之手指又可分別設定為剛性或彈性

材料來探討。由於是首次以這種方法解題，本

研究只針對球型物件(spherical objects)的抓

取，而且只針對靜態且無其他外力作用的情

況。 

三、兩彈性指之線性夾緊 

圖一顯示兩彈性手指夾持球形物件，在

起始狀態兩手指開始接觸物件，起始接觸點為

1A 及 2A ，這時並未有力量透過 1A 及 2A 傳遞，

兩手指方向分別是α1 及α2，n1 及 n2 為通過 1A
及 2A 且為手指與物件的共法線，而 1l 及 2l 分別

為 O 與 1A 及 O 與 2A 的水平距離，當施加線性

夾緊量Δl 之後， 1l 與 2l 的變化量分別為 1lΔ 及

2lΔ ，這時在 1A 及 2A 點的正向壓力分別為 1N
及 2N ，摩擦力分別為 1T 及 2T ，而作用在物件

上的摩擦力 1T 及 2T 與圖一中切線向量 1t 及 2t
同方向。 
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圖一 兩指平移夾緊示意圖 

 
若將手指模擬為懸臂樑(cantilever 

beam)，假設 1w 及 2w 分別為手指一及手指二的

彈性變形量，利用懸臂樑位移公式可得 
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3
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1 3 IE
dNw −=     

22

3
22

2 3 IE
dNw −=  

被夾持物件有三條平衡方程式，由 x 及 y 方向

力平衡可得 
0sinsincoscos 22112211 =+++− αααα TTNN   (1) 
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0coscossinsin 22112211 =−++ αααα TTNN   (2) 
由 z 方向力矩平衡可得 

021 =+TT                 (3) 

若 u 及 v 分別為 O 點在 x 及 y 方向的彈

性位移量，則將 u 及 v 分別分解到 1n 、 1t 、 2n 、

及 2t 方向，可得 

111 sincos αα vuun −= , 111 cossin αα vuut −−=  

222 sincos αα vuun −−= ,

222 cossin αα vuut +−=  

接著考慮 O 相對於 1A 的位移量，此相對

位移量在 1n 及 1t 方向的分量 1nδ 及 1tδ 分別為 

'
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根據赫氏接觸原理，相對位移量δn1 及δt1 與正

向力 N1 和側向力 T1 的關係為[27, 28] 
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其中 
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而 E, G,及ν分別為彈性模數、剪力模數、及波

以森比，下標 1 為挾持物，下標 2 為手指。將

以上關係代入(a)及(b)式可得以下(4)及(5)式 
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同理考慮 O 相對於 2A 的位移量可得以下兩式 
31
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物件變形量 1lΔ 及 2lΔ 必須與強加的夾緊

量Δl 相配合，這表示相容方程式（compatibility 
equation）為 

lll Δ=Δ+Δ 21                (8) 

因此這系統有 8 條代數方程式（algebraic 
equations），可用來解 8 個未知數，包括 4 個

接觸力 1N 、 1T 、 2N 、 2T ，O 點位移量 u、v，
與 1lΔ 、 2lΔ ，解題過程如下。 

首先，由(3)式求得 21 TT −= ，由(8)式求

得  12 lll Δ−Δ=Δ ，將此代入(1)及(2)求得 
( ) 0sinsincoscos 2122211 =−−+− αααα TNN  

及 
( ) 0coscossinsin 2122211 =+−+ αααα TNN  

以上二式可求出 
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移項後得到 
( )[ ] ( )[ ]212211 cos1cos1 αααα +−=+− NN  

因此 
NNN == 21  

將此結果代入(1),(2)得到 
( )212211 coscossinsin αααα −=+ NTT  
( )212211 sinsincoscos αααα +−=− NTT  

求解以上之聯立方程式，得到 T1 及 T2 如下 
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設 ddd == 21 ，並將以上各關係式代入(4)及(6)
式，得到 
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若定義 
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將上述定義及(9)與(10)式代入(5)及(7)，可得 
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由(11)式可求得 
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強迫以上兩式的 v 相等，經化簡後可得 
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若是對稱夾持，即 ααα == 21 ；而且這時
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*
tan111

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

μ
α

μ
       (17) 

圖二至圖四顯示以上對稱挾持的結果，圖二為

不同夾緊量Δl 時之正向夾緊力 N 的關係，圖

中顯示的關係近似線性，這是因為手指之面積

慣性矩 I2 較小(16b)及(16c)式定義的 a2 及 a3

接近為零，正向力 N 成為 a1 所定義的線性函

數。圖三為不同材料性質時，正向夾緊力 N
與夾緊量Δl 的關係，由於手指之面積慣性矩

I2 較高，圖三顯示出正向力與夾緊量的曲線關

係。圖四為不同形狀條件時，正向夾緊力 N
與夾緊量Δl 的關係。 
 

 
圖二 不同角度時線性夾緊量與正向力關係

[E2/E1=2；I2/(Rd3)=10−8] 
 

 
圖三 不同材料時線性夾緊量與正向力關係

[α=5°; I2/(Rd3)=1] 
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圖四 不同慣性矩時線性夾緊量與正向力關係

(α=5°; E2/E1=2) 
 
四、兩剛性指之線性夾緊 

若手指為剛體，亦即 E2 趨近無限大，(14)
式成為 

( ) ( ) lN
RE

v Δ
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−=
21

213
2

3
1

2*
21

21

sin
coscos

16
9

sin
coscos

αα
αα

αα
αα

 
強迫(13)式與上式的 v 相等，可求出夾持力 N 

( )
2
3

1
2

2
2

1

1
**

21
2
1

*

21
2323

sinsin
8

1
2

coscos
2
9

cos)(

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−Δ
=

α
μ
μα

μ
μαα

αα

GER
E

lN
 

若是對稱夾持，亦即 ααα == 21 ，而且

μμμ ==− 21 ，因此上式的挾持力 N 可簡化為 

2
3

***

2
1

*
23

4
sincos

2
9)(

−−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=

μ
μαα

GER
ElN  (18) 

圖五為不同夾角時，由(18)式所求出正向夾緊

力 N 與夾緊量Δl 的關係。 

 
圖五 不同角度時線性夾緊量與正向力關係 

(剛性手指) 

五、兩彈性指之旋轉夾緊 
 

x

α

t2

n2

d 2

2
'

2A
2

2w A

Δα2

O

y
Ou '
v

1d

α

n

w'
1A 1 A1

αΔ 1

1

1

1t

 
圖六 兩指旋轉夾緊示意圖 

 
圖六顯示兩彈性手指以旋轉方式夾緊物

件，當手指 1 及手指 2 在 A1 及 A2 剛開接觸物

件時，其方向分別是α1 及α2，接著兩手指各

以旋轉角Δα1 及Δα2 夾緊物件。首先考慮這時

O 相對於 1A 的位移量，此位移量在 1n 方向的

分量 1nδ 如(4)式等號左邊所示，但須將此式中

之Δl1cosα1改為 d1Δα1，因此(4)式改寫成 

31

2*
11

2
1

22

3
11

1111

16
9

3
sincos

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−−+Δ

ER
N

IE
dNvud ααα

     (4′) 

將(5)及中之Δl1sinα1刪除即為此位移量在 1t 方

向的分量 1tδ ，因此(5)式成為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−−

3
2

11

1

1
*

11
11 11

16
3cossin

N
T

aG
Nvu

μ
μαα (5′) 

同理，O 相對於 2A 的位移量，在 2n 及 2t 方向

的分量 2nδ 及 2tδ 與正向力及切線力關係為 

3
1

2*
22

2
2

22

3
22

2222

16
9

3
sincos

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−−−Δ

ER
N

IE
dNvud ααα

     (6′) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=+−

3
2

22

2

2
*

22
22 11

16
3cossin

N
T

aG
Nvu

μ
μαα  (7′) 

假設夾緊造成左右兩手指之間的夾角縮減

Δα，相容方程式為 
ααα Δ=Δ+Δ 21           (8′) 
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此系統仍舊有 8 個方程式(1)~(3)，及(4′)~(8′)，
可解 8 個未知數： 1N 、 1T 、 2N 、 2T ， 1αΔ 、

2αΔ 、及 O 點位移 u 及 v。解題步驟與前述平

移夾緊情況一樣，首先由(1)~(3)式可得

N1=N2=N，且 

NTT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=−=
2

tan 21
21

αα  

而正向夾緊力 N 可由下式觧出 
032

2
1

3 =+++ aNaNaN      (19) 
其中係數分別為 

 )(3

coscos
sinsin

8
11

2
9

3

2

2

1

1

21

21
**3

*

1

C
d

GERC
Ea

α

μ
μ

μ
μ

αα
αα

Δ
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−=
 

2

2 3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

=
C

da α  

3

3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

−=
C

da α  

其中 

22

3

3
2

IE
dC =  

若是對稱夾持，即 ααα == 21 ；摩擦係

數 μμμ ==− 21 時，係數可化簡為 
( )

3

***

*3

3
22

2
22

1

4
tan1

2
9

2
3

2
9

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

Δ
−=

μ
μα

α

GER
E

d
IE

d
IEa

  (20a) 

( )
4

22
2

2
2

2 4
27

d
IEa αΔ

=                 (20b) 

( )
6

33
2

3
2

3 8
27

d
IEa αΔ

−=                (20c) 

其中μ*已由(17)式所定義。以下圖七至圖九顯

示對稱情況正向力 N 與旋轉夾緊量Δα的關

係，圖七為不同夾角時，正向夾緊力與旋轉角

的關係，由此圖可知這關係幾乎不受角度α的
影響，而且由於手指的面積慣性矩 I2 數值較

小，(20b)及(20c)式所定義的係數 a2 及 a3 接近

為零，因此 N 僅受(20a)式中 a1的影響，呈現

線性的 N 與Δα關係。圖八為不同材料性質

時，正向夾緊力與旋轉角的關係。圖八中手指

的面積慣性矩 I2 數值比圖七的數值大，因此

顯示出非線性關係。圖九為不同形狀條件時，

正向夾緊力與旋轉角的關係。 
 

 
圖七 不同角度時旋轉夾緊量與正向力關係

[E2/E1=3；I2/(Rd3)=10−8] 
 

 
圖八 不同材料時旋轉夾緊量與正向力關係

[α=5°; I2/(Rd3)=1] 
 

 
圖九 不同慣性矩時旋轉夾緊量與正向力關係

(α=5°; E2/E1=2) 
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六、兩剛性指之旋轉夾緊 
若手指為剛體，可如前述線性夾緊的情

況，使 E2 趨近無限大，可得 

23

2

2

1

1

21

21
*

*

2
1

*
2
3

2
3

coscos
sinsin

8
1

1
2
9)(

−

−

⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−

⎢⎣
⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=

μ
μ

μ
μ

αα
αα

α

G

ER
EdN

   (21) 

若是對稱夾持，即 ααα == 21 ，且

μμμ ==− 21 時， 

[ ]
2
3

**

2
1

*
23

4
tan1

2
9)(

−−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=

μ
μαα

GER
EdN

 

(22)

 

圖十是剛性手指在對稱情況下，正向夾緊力與

旋轉角的關係。 

 
圖十 不同角度時旋轉夾緊量與正向力關係

(剛性手指) 

七、結論 
本研究求出兩指抓取時夾緊位移量與接

觸力之間的關係，此關係是封閉形式的方程

式。兩指可以是剛體或是可變形體，而夾緊位

移量可以是平移量或是旋轉量。研究結果發現

在以上各情況正向力N及切線(摩擦)力 T皆是

左右對稱，正向力 N 皆滿足三次多項式方程

式，而切線力 T 與正向力 N 都有固定關係[(9)
或(10)式]。 
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  (英文) Locating Direct Kinematic Singular Positions of Parallel 
Manipulators 

 

參加會議經過： 
 

 「第 7 屆歐洲力學學會固體力學研討會」，(簡稱 ESMC2009)是由「歐洲力學協會」

(European Mechanics Society)舉辦，會議於 2009 年 9 月 7 日起至 9 月 11 日止在葡萄

牙里斯本的 Instituto Superior Técnico 舉行。這次會議共有將近兩千篇論宣讀，可分為以下

二十五個主題： 
 

1. 人類運動之生物力學(Biomechanics of Human Locomotion) 
2. 複合材料(Composite Materials) 
3. 工業成型加工之電腦模擬(Computer Modeling of Industrial Forming Process) 
4. 接觸力學(Contact Mechanics) 
5. 損害及破裂(Damage and Fracture) 
6. 稠密粒狀流的力量鏈波動及壅塞(Force Chain Fluctuations and Jamming in Dense 

Granular Flows) 
7. 固體力學程序之影像處理及視覺(Image Processing and Visualization in Solid 

Mechanics Process) 
8. 材料力學之宏觀、微觀、及奈米方法(Macro-micro-nano Approaches in Material 

Mechanics) 
9. 多孔及網狀生物結構力學[Mechanics of Cellular and Network-like (Bio)Materials] 
10. 生物材料模型(Modeling of Biological Materials) 
11. 複合及適應性結構的模型、模擬、與測試(Modeling, Simulation, and Testing of 

Composite and Adaptive Structures) 
12. 多體動力學(Multibody Dynamics) 
13. 延展性及脆性固體之多尺度損壞模型：近期發展及未來趨勢(Multiscale Modeling of 

Ductile and Brittle Damage in Solids: Recent Development and Future Trends) 
14. 積極磁性及電性材料之非線性效果(Nonlinear Effects in Magneto- and Electro-Active 

Materials) 
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15. 動力系統與工程之非線性局部化及標的能量轉換(Nonlinear Localization and 
Targeted Energy Transfer in Dynamic System and Engineering) 

16. 非線性振動及聲學(Nonlinear Vibrations and Acoustics) 
17. 非平滑動力學(Nonsmooth Dynamics) 
18. 最佳化方法及有限元素模擬在工業金屬成型問題之應用 (Optimization 

Methodologies and Finite Element Simulation Applied to Metal Forming Industrial 
Problems) 

19. 材料力學量測與分析的機率模式(Probability Models for Measurements and Analysis 
in Mechanics of Materials) 

20. 動力、控制、與振動流態學(Kinetics, Control, and Vibrorheology) 
21. 固體波動、非破壞檢測、及結構健康監測(Waves in Solids, Nondestructive Evaluation 

and Structural Health Monitoring) 
22. 鋼結構穩定及非線性表現(Stability and Nonlinear Behavior of Steel Structures) 
23. 有限變形下之固體穩定(Stability of Solids under Finite Deformation) 
24. 材料熱力學之進展(Progress in Thermomechanics of Materials) 
25. 車輛動力學(Vehicle Dynamics) 
 

本人的報告內容是屬於多體動力學(Multibody Dynamics)，除了聆聽這方面的論文之

外，亦聆聽車輛動力學的論文發表。而自己的論文發表是在 9 月 9 日下午，發表之後有兩

位學者提出問題，我都已回答。 
 

與會心得： 

歐洲學者在固體力學的研究非常紮實，有好幾位德國學者從事非線性數值分析，例

如來自 Fraunhofer ITWM, Kaiserslautern的Holger Lang研究細長桿件(rod)的幾何非線性問

題，來自 Kaiserslautern Universitat 的 Rene Pinnau 研究車輛動力學的模態縮減(Model 
Reduction)問題，目前他們的研究成果尚未超越有限元素套裝軟體，例如 ABAQUS，因此

只能在研討會發表，但是他們寧可從頭建立自己實驗室的軟體，數年之後將會在自己有興

趣的問題上超越套裝軟體，不受套裝軟體的約束，這點値得鼓勵。 
 
攜回資料名稱及內容： 
1. ESMC 2009 Book of Abstracts: Lectures and General Sessions. 
2. ESMC 2009 Book of Abstracts: Mini-Symposia. 

 
建議： 

近來固體力學的研究多針對非線性系統或微觀力學，需要較長時期且穩定的研究，才

能有結果，期望國科會對願意長期從事固體力學領域研究之學者能與支持。 
 

 


