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一、 中文摘要 
(關鍵詞: 冷度儲存﹔廢水處理、濃度極化、最適化) 

 
為了探討廢水冷度儲存系統中濃度極化現象對

溶質移除量之影響，需建立完整的熱質傳數學模式，

此數學模式為相當複雜移動邊界層的微分方程問題，

無法求得正確分析解。本研究以改變水層質傳方式及

冰層自由表面條件為主軸，建立固液兩相溫度及溶質

濃度分佈的系統方程式及適當的邊界條件，以適當的

函數求得近似解，分析結冰厚度、溶質移除量和時間

的關係。藉由模擬結果可知，由於濃度極化現象導致

固液介面濃度迅速升高而降低冰層溶質排出量，其最

大溶質排出量僅為假設無濃度梯度的3~6％，並且需
要達接近完全接冰時才會發生，因此無法達到廢水濃

縮之功效。 
 
英文摘要: 

(Keywords: Cool Thermal Storage, Wastewater 
Treatment, Concentration polarization, Optimization) 

 
In order to discuss the effects of concentration 

polarization in wastewater cool-thermal storage process, 
mathematical models of heat and mass transfer will be 
developed to describe the thickness and the solute 
distribution of ice as the cool-thermal storage process 
proceeds. An approximation solution will be employed to 
solve the complicated moving boundary problem. 
Mathematical description for determining the optimum 
solidification thickness and operating time to remove the 
maximum amount of solute will be obtained. In the 
system of diffusive transfer mechanism in the water layer, 
the solute concentration of water phase at the solid-liquid 
interface built up rapidly, and the amount of solute 
removal from the ice layer was insignificant. The amount 
of solute removal at complete freezing was only 3~6 % 
of the maximum rejected amount of which there was no 
concentration gradient in the liquid phase 

 
二、計劃緣由與目的 

相變化的熱傳是移動邊界層的數學問題，不易

求解。當固體融化成液體時立即將液體移除的熱傳現

象，Landau[1]已於1951年討論其融化速率與熱量之間
的關係。對相變化時可能發生的各種邊界條件下，

Carslaw與Jaeger[2]在1959年的書中導出其溫度和座標
不同的關係式。1972年Eckert與Drake[3]的書中對移動

邊界層問題作了詳盡的推導，整理出不同的邊界條件

下熱傳關係式的分析解或近似解。1980年Hale, Jr.和
Visknta[4]則是討論若水層有自然對流時其結冰距離跟

時間的關係式。 
若以廢水為冷度儲存媒介，除了熱傳外再考慮

質傳的現象，問題更加複雜。過去國內外並沒有將廢

水處理及冷度儲存系統結合之研究，直到Chang[6~7]在

2001及2002年發表廢水冷度儲存系統的數學模式，對
象為0℃之廢水並假設水層無濃度極化之現象，因此
熱質傳模式得以簡化，若在固定自由表面溫度的條件

下可得正確值；若在固定熱表面通量下以一多項式進

行推導可求得一近似解，藉此模擬廢水結冰之熱質傳

現象並探討最適化條件。若考慮水層溫度及濃度分佈

的情況，數學模式變得相當複雜但比較符合實際結冰

的行為。本研究建立新的數學模式來模擬擴散方式及

強制對流方式進行質傳時之廢水冷度儲存系統中熱質

傳現象的最適化條件。 
 

三、研究方法及成果 
本研究假設廢水中無濃度梯度及有濃度梯度兩

種質傳情況下，分別以固定冰層表面溫度及控制冰層

表面熱通量之方式，並且以低濃度廢水作為儲能媒介

來進行冷度儲存。 
 
溶質移除量 

為了求得廢水冷度儲存系統之最適化條件，必

須先建立溶質排出量及結冰厚度間之關係。廢水中無

濃度梯度時，溶質排出現象之數學模式在過去的文獻

中已有發表[7]，本論文將引用前人推導之公式及模擬

結果來進行討論。 
 

假設廢水中無濃度梯度 

針對此一假設Chang, Ho及Yeh[7]於2002年已推導
出溶質排出量與結冰厚度之關係。 
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其中 =ξ x/L， 0C 為廢水初始濃度，C 為廢水濃度，
W 為溶質排出量，H為溶質分配係數。 

由於W對 Xξ 有最大值，利用 dW / Xdξ 0= 可以得

到 maxW ，而式(1)及(2)對 Xξ 微分可得相同的結果 
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將式(3)代入式(1)及(2) 則可以知道最大溶質移

除比率。 
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當廢水中有濃度梯度時，其質傳方式是假設以

擴散機制進行，溶質自冰層排出後濃度會累積於冰與

水之界面，造成界面濃度的極化現而象影響水層中溶

質分佈情況，因此需重新建立合適之數學模式。 

 
假設廢水中有濃度梯度 

在擴散機制下溶質排出後之質傳應遵守擴散定

律，而擴散速率決定於擴散係數及濃度差，因此廢水

中應有濃度梯度產生，此時濃度在固液界面會產生極

化現象，影響冰層及廢水層中之溶質分佈情形如圖1
所示，為求得合適的數學模式，本論文針對廢水中有

濃度梯度時之溶質排出現象進行推導。在此系統中假

設溶質濃度相當稀薄，因此水層密度維持一定值並且

水層中質傳僅以擴散機制進行，無自然對流之發生。 
 
濃度穿透厚度未達水槽深度( mδ < L) 
系統方程式 
當 0≥τ  mxX δ≤≤  

( ) ( ) 22 /,/, xxCDxC AB ∂∂=∂∂ τττ λλ    (6) 
邊界條件 
當 Xx =  HCC s /=λ      (7) 
當 Xx =  ( ) xCDddXCC ABs ∂∂−=− // λλ τ    (8) 
當 Xx =  iCC λλ =       (9) 
當 mx δ=  0/ =∂∂ xCλ      (10) 
當 mx δ=  0λλ CC =       (11) 
水層中溶質分佈 
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藉由Eqs.(6)至(12)可求得 
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( )02 λλ CCB i −−=       (14) 

( )0λλ CCC i −=        (15) 

τ
δ

τδτ
δ

d
dC

CC
X

d
dX

X
D

d
d i

i

m

m

ABm λ

λλ 0

26
−
−−−

−
=    (19) 

( )( )[ ]ABmABi DddXHXCDC 2/1/2 0 −−−−= τδλλ  (20) 
將式(20)對時間τ 進行微分  
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將式(21)及不同結冰系統之 τddX / 與 22 / τdXd 由熱

傳現象之數學模式求得後帶入式(19)，可解得任一時
間下之 mδ ，再運用式(20)求得 iCλ 值，藉此可求得水

層及冰層中之溶質分佈曲線。 
 
濃度穿透厚度已達水槽深度( mδ =L) 
系統方程式 

LCdxCdxC
L

X

X

s 00 λλ =+ ∫∫       (22) 

邊界條件 
邊界條件可延用式(7)、(8)及式(9)，再加入 
當 Lx =   0/ =∂∂ xCλ      (23) 
 
水層中溶質分佈 
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邊界條件解得 
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不同結冰系統之結冰厚度X及�由熱傳部分求出後帶

入式(28)，可解得當濃度穿透厚度到達水槽底部後之
iCλ 值，藉此可求得水層及冰層中之溶質分佈曲線。 

 

溶質移除量 
溶質移除量之數學模式延用先前文獻[7] 
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在不同的結冰厚度下配合(29)或(30)式可求得溶
質的移除量。 

 
對流方式進行熱傳之冷度儲存系統 

根據擴散機制進行質傳時，固液界面的界面濃

度會迅速升高，而無法達成原先預期的溶質排除效

果。一般來說實際進行熱交換時通常會利用攪拌以降

低熱傳阻力，因此本研究假設此時廢水層中將不會有

溫度及濃度梯度並依此建立合適之數學模式。 

在結冰過程的熱傳現象分兩個部分討論，第一

部分是開始結冰後水層深處仍維持起始溫度，第二部

分為水層底部溫度已開始變化。其系統如圖2所示 
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強制對流時固定冰層表面溫度的冷度儲存系統 
在此設定廢水槽深為L，廢水初溫為25 ℃ ，冰

層表面溫度用固定為-20 ℃。 
對於此系統假設溶質的濃度在廢水中非常稀薄，其物

理性質可視為和水相同；冰的密度和水的密度約相

同，所以相變化時不考慮密度差； δd 為固液界面上

之溫度穿透厚度， δd 相當小可忽略對系統之影響。 
 
系統方程式 
固相熱傳 
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2
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初始條件 
當 =τ 0    =Lθ 25℃ 
邊界條件 
當 0=x  sθθ =1         (33) 
當 Xx =  01 =θ         (34) 
當 Xx =  ( ) ( ) ( )τρθθ ddXQhxk mL /0/1 =−−∂∂ ( 35) 

冰層溫度分佈 
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藉由起始條件及邊界條件可求 
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把式(40)、(41)及(42)三個ODE聯立，並且藉由
式(43)求得I之初始值，有了三個參數的初始值後以數
學軟體Mathematica求解以得到某個時間下的I、X、

Lθ ，如此可得結冰厚度、水層溫度與時間之關係。 
 
強制對流時固定冰自由表面熱通量的冷度儲存系統 

此部份將水溫 Lθ 到達0℃之前及之後分為兩部份討論 
水溫 Lθ 到達0℃之前 
此時的系統方程式與固定冰層表面溫度相同： 
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初始條件： 
當 =τ 0    =Lθ 25℃  
邊界條件 
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藉由起始及邊界條件可求得下列各式 
G = 0           (50) 

( ) 11 2/ kIkqXJ +−=        (51) 

( )qXIk
Xkd

dX
k
q

X
I

d
dI −−








−−= 12

1

1

1

3α
ττ

      (52) 

ρ
θ

ρτ m

L

m Q
h

XQ
Ik

d
dX −= 1  (53) 

0
1

121 =−







−+








k
qI

Q
h

X
I

XQ
k

m

L

m

α
ρ

θα
ρ

 (54) 

( )XLX
I

Q
k

QC
CQ

h
d
d L

mmp

LpmL

−










+









 −
−= θ

ρρ
θ

τ
θ 1   (55) 

 
(b)水溫已達0℃之後 

當時間到達 1τ 時，水層溫度已達0℃後式(45)將
不存在，因此初始條件及邊界條件均需修正 
當 1ττ =     =Lθ 0℃  
邊界條件式(48)需修改為 

當 x =X  
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d
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x
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式(51)修改為 

ρτ mXQ
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d
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因此整理後可得 
( ) ( ) 0/// 111

2
1 =−+ kqIXIXQk m ααρ    (58) 
利用數學軟體Mathamatica將式(52)及(57)聯立，

可得廢水溫度 Lθ 到達0 ℃時某個時間下I、X及 Lθ 之
值，如此可得水層溫度、結冰厚度與時間之關係。 
 
冷度儲存 

不同操作時間之冷度儲存的量可依式(59)推測 

∫−=
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式(60)是在得知廢水的分配係數H後，把其最佳結冰
厚度 ∗X 代入式(59)而得。 

 
四、結果討論與結論 

以水層有濃度梯度所得之數學模式模擬氯化鈉

在水層中的溶質排出現象為例，氯化鈉之擴散係數

DAB = 3.6×10-6 kg/m hr、溶質初濃度 0λC = 10 kg/m3及

水槽深度L = 0.1 m，代入計算溶質排出量可得圖3，
其中可看出溶質自冰層排出後會累積於冰層表面，

iCλ 迅速升高並於結冰厚度X達0.01 m後濃度到達常數
值維持在20 kg/m3左右，於X達0.098 m左右時再度升
高至200 kg/m3。同樣的冰層溶質 sC 於結冰厚度X達
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0.01 m後到達平衡並且幾乎等於廢水初始濃度 0λC 即

10 kg/m3左右，在接近完全結冰時濃度也會迅速上

升。圖4是當分配係數H = 0.5時，水層有濃度梯度與
無濃度梯度兩種不同假設下，溶質排出量與結冰厚度

關係圖。從圖中可以明顯的發現，假設有濃度梯度的

情況下，結冰過程中固體與液體間的溶質幾乎沒有分

離效果，與預期之結果相距甚遠。圖4是不同冰層自
由表面溫度下溶質排出量對時間的關係圖，採用之條

件為h = 200 hrKmkJ 2/ ，L = 0.1 m。由圖中可發現

sθ = -40 ℃之最大溶質排出量發生時間為2.5小時，當

sθ = -20 ℃時最大溶質排出量發生時間為6.3小時，由
於冷度儲存可操作時間約為12小時，為了充分利用這
段時間所以採用 sθ = -20 ℃之操作條件較為適當。 
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圖1. 廢水中有濃度梯度時質傳現象示意圖 

 
圖2.對流方式進行熱傳之系統示意圖 

 
圖3.水層及冰層界面濃度與結冰厚度之關係圖 

  (L = 0.1 m， sθ  = -20 ℃，H = 0.5) 

 
圖4.溶質排出量與結冰厚度之關係 
(L = 0.1 m， sθ  = -20 ℃，H = 0.5) 

 
圖5.不同冰層表面溫度下溶質排出量與時間的關係圖 

 (h = 200 hrKmkJ 2/ ，L = 0.1 m) 
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