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論文提要內容：   

本研究的目的為探討在非固定管壁濃度的狀態下，改變上下板壁

濃度之比例對二行程平板型質量交換器的質傳之影響。本研究的二行

程數學模型所推導的偏微分方程組屬於共軛格拉茲系統，利用分離變

數法(separation of variables)、層疊法(superposition method)和正交展開

方法(orthogonal expansion technique)，可求得通道內之濃度分佈及平

均謝塢數(sherwood number)，並探討上下板壁濃度的不同比例對質傳

效率提昇百分比之影響。 

結果顯示，上下壁濃度的比例不同，其質傳效率也隨之改變，且

隨著質傳格拉茲數的增加，平均謝塢數也會提升而導致質傳效率增

加，此外，中間薄膜位置的不同及薄膜的孔隙度也會對質傳效率造成

一定的影響。同時因為迴流裝置的不同所造成的預混效應、流體滯留

時間及能源消耗也會有所改變。將以上條件所得結果與單行程質量交

換系統相互比較，以獲得最佳操作條件與設計參數。 
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第一章 

緒論 

 

1.1 前言 

    動量傳送、熱量傳送以及質量傳送在工程操作流程中，是常常會

出現的現象，而流體流動的輸送現象，因其為工廠常常需要處理的問

題，故用來觀察動量、熱量以及質量傳送現象是最直接的方法，而如

何設計找出最適合的流體輸送裝置形式則是很重要的課題。 

    格拉茲問題(Graetz problem)[1-5]及其所衍生出的共軛格拉茲問題

(conjugated Graetz problem)[6-16]與擴展格拉茲問題(extended Graetz 

problem)[17-19]為分析動量、熱量以及質量傳送等問題中最有名的課

題。本文即是基於此方向之下，研究迴流效應對質傳系統所造成的影

響。為了提升質傳效率，藉由在系統外加裝迴流裝置，來了解在不同

的迴流形式下，對質傳效率會造成什麼影響。 

    本研究主要探討的是非對稱壁濃度之平板式質量交換器，為一個

中間裝有一可滲透之薄膜，分為上下二主通道的系統，並在此基礎

下，隨著迴流裝置的不同形式，來改變流體在通道中的流動方式。此

系統屬於共軛格拉茲問題(conjugated Graetz problem)，在固定管壁濃

度的條件之下，利用分離變數法(separation of variables)、層疊法

(superposition method) 和 正 交 展 開 方 法 (orthogonal expansion 
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technique)，可求得通道內之出口濃度分佈及平均謝塢數(sherwood 

number)，並探討上下板壁濃度的不同比例、薄膜位置特性的改變對

質傳效率提昇百分比之影響，而會與單行程系統作一比較。 
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1.2 迴流效應對系統的影響 

    在化工製程裡，迴流是一個很重要的部份，它常常被使用來提升

熱傳及質傳的效率，此外，在分離程序中使用迴流也可以提升分離的

效率，因此，不少儀器皆會運用到此種方法，例如：為了提高產物的

濃度於精餾塔[20]中加入迴流裝置；在熱擴散塔[21-22]中加入迴流裝置可

以用來降低濃度梯度所造成的自然對流，使得熱擴散塔的效應得以顯

現。至於空氣上揚反應器[23-28]及環狀反應器中[29-35]加入迴流裝置可使

其中之溫度與濃度較為均勻。 

    格拉茲問題(Graetz problem)、共軛格拉茲問題(conjugated Graetz 

problem)及擴展格拉茲問題(extended Graetz problem)這些流體流動所

產生的問題從早期開始皆是使用數值方法或是解析解這兩種方法其

中之ㄧ來求解。雖然研究此方面的人不少，不過研究的大多是未加迴

流裝置方面的，而有加迴流裝置的格拉茲系統部份則鮮少提起。預混

效應及滯留時間改變之效應於 1985年Yeh及Tsai[36]在共軛格拉茲問題

中於通道中加入迴流裝置而出現，而這兩種效應也是影響質傳的重要

因素。Ho[37-38]等亦提出具迴流裝置之固定壁溫或濃度之平板型交換器

來探討，而此理論基礎可延伸至具迴流裝置之多行程平板型質量交換

器[39]及圓管型質量交換器[40]之研究。 

    這裡使用正交展開法(orthogonal expansion method)[41]解特徵函
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數，因預混效應及滯留時間減少為兩種效果相反的效應，故以此兩種

效應為基礎，藉由改變迴流方式來做讨論。 
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1.3 研究動機及目的 

Ho 及 Yeh 等在穩定狀態下，固定壁溫，討論迴流效應於逆流平

板型熱交換器的效率影響，由此可以看出迴流裝置對質量交換器而言

有著不小的影響，它會對質傳效率造成改變，因此具迴流效應的質傳

格拉茲問題是我們主要的方向。本研究主要探討非對稱固定壁濃度之

質量交換器，藉由改變迴流裝置的型態及中間薄膜位置來探討質傳效

率有何改變，同時也討論上下壁濃度的濃度差比例及薄膜設計參數的

改變對系統的影響。除此之外也將其與單行程系統及對稱質量交換器

系統對比來了解彼此之間的差異性。 
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a

第二章 

文獻回顧 

 

2.1 文獻回顧 

流經圓管，層流狀態且壁溫固定的條件下的全展流的熱質傳問

題[42-47]在早期文獻裡一直被廣泛的討論。1883 年，經由簡化穩定狀態

下之流動問題，格拉茲提出並定義以流體熱傳為基礎的格拉茲問題，

而引起了科學家們廣泛的討論。1961 年，Perelman[48]定義了熱傳的共

軛格拉茲問題同時以asymptotic solution解決此系統。1962 年，Hatton

和Quarmby[49]等人解出在層流狀態下，流體流經圓管之管壁固定壁溫

及固定熱通量兩種不同的邊界條件的格拉茲問題。1965 及 1966 年，

Nunge與Gill[50-51]利用正負特徵值的方法來發展出正交展開法，以此來

解決在圓管內逆流系統發生的熱質傳問題。1973 年，Davis[52]解出格

拉茲系統在兩平行板間的熱質傳問題。1979 年，Davis與Venkatesh[53]將

共軛邊界值應用在化學工程上。1981 年，Papoutsakis與 Ramkrishn [54]

利用正交性質展開法解出多相的共軛格拉茲問題。1987 年，Yeh、Tsai

及Hsiey[55]設計出固定壁溫(濃度)並加上迴流裝置之同心圓柱套管，用

來計算出口溫(濃)度的數值解與效率之間的關係。1988 年，Yeh及

Tsai[56]等人利用固定通量的平板型熱(質)傳交換器之系統來求數值解

以探討在迴流效應下對溫(濃)度及效率的影響。1996 年，Weigand[57]應
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用正交展開法於圓管中的擴展格拉茲問題，結果與實驗值相比得到了

較好的預測值。1998 年，在具迴流平板熱交換器系統中，Ho及Yeh[58]

等以正交展開方法(orthogonal expansion technique)來解開共軛格拉茲

問題(conjugated Graetz problems)之解析解，並對不同的隔板位置之效

率作比較。1999 年，Ho及Yeh[59]等探討具迴流之平板型熱質傳交換系

統，應用於熱質傳交換之程序與製程上。2003 年，Salah[60]使用數值

方法來討論固定熱通量及質傳通量之二垂直平板系統的熱質傳效

率；Ho[61]等利用正交展開法來求得圓管型質量交換器之解析解。2004

年，Ho[62-63]等以二行程平板式質量交換系統為基礎，延伸出多行程質

量交換系統，並探討其所造成的影響；Nield[64]探討在強制對流的平

板系統下，非對稱加熱對流體的溫度函數分佈。2005 年，Ho及Lin[65]

等人探討具迴流之圓管型質量交換器應用的情況。2006 年，Mitrovic

及Maletic[66]等人將非對稱系統導入格拉茲問題中；Tu[67]等人以正交展

開法建立了附迴流之多行程質量交換系統的數學模型並探討迴流效

應對系統的影響。2008 年，Ho及Chuang[68]等人利用正交展開法來得

到具迴流之固定通量圓管型質量交換器的共軛格拉茲問題之解析

解，並看以不同隔板位置及迴流效應對效率之影響。2009 年，Ho和

Lee[69]等探討在非對稱壁通量下的二行程平板式質量交換器之質傳效

率。 
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2.2 格拉茲問題 

    最初的格拉茲問題為在兩平行板中，流體進入其中流動，在流動

的過程中與外界的環境進行熱交換的情況。而這種問題有著以下幾種

假設： 

(1) 流速低，且軸為對稱性。 

(2) 速度分佈為全展流(fully developed flow)。 

(3) 性質均勻且為不可壓縮之流體。 

(4) 流動方式為層流(laminar flow)。 

(5) 忽略軸傳導(axial conduction)之影響。 

 

   此系統之能量方程式： 

   
z

zx,T
v

x

zx,T

c

k
z2

2

p 













     z0     Wx 0        (2.2.1) 

其中T 、k 、和c 為流體的溫度、熱傳導係數、比重和比熱。 p

 

而此問題之邊界條件可分為以下三種： 

(1) 第一種－壁溫固定，又稱為 Dirichlet 邊界條件： 













Wx         z                TT

z        Wx        T

z        x         T

0,0;

0,;constant

0,0;constant

0

                      (2.2.2) 
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(2) 第二種－熱通量固定，又稱為 Neumann 邊界條件： 

























Wx           z                 TT

z       Wx        constantq
x

T

z         x       constantq
x

T

0,0;

0,;)(

0,0;)(

0

2

1

                      (2.2.3) 

 

(3) 第三種－具有混合邊界情形，又稱為 Robin 邊界條件： 





























Wx        z                       TT

z       Wx        TTh
x

T
k

z        x        TTh
x

T
k

s

s

0,0;

0,;)(

0,0;)(

0

44

33

2

1

                    (2.2.4) 

 

若在上述之三種不同的邊界條件中，考慮軸向傳導，則形成擴展

格拉茲問題(extended Graetz problem)，其能量方程式可表為： 

     
z

zx,T
v

z

zx,T

x

zx,T

c

k
z2

2

2

2

p 

















     z0     Wx 0  

(2.2.5) 

式(2.2.5)經無因次處裡後可表示為： 

 

















v
Pex 2

2

22

2 1
                                       (2.2.6) 

 

由上式之數學方程式可知，軸向傳導效應可否忽略之主要因素在

於柏勒(Peclet)數之大小，柏勒數愈小，在流動方向的熱傳導則隨之變
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大。 

對於柏勒數小的流體，其熱傳導項不能忽略，則我們可將此假設

應用於以下的情況： 

(1) 低普蘭特數 (Prandtl number)之流體，如液態金屬 (liquid 

metal)。 

(2) 低雷諾數(Reynolds number)之流體，如黏性流體。 

本研究忽略軸傳導項，但是在低流速時軸傳導項不能忽略，此種

情形也是今後要探討的方向之一。 

以往所探討的格拉茲問題皆為單一股流問題，若將其擴展為多相

(multiphase)或多股流(multistream)同時流動的問題，就成了所謂的共

軛格拉茲問題。 
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第三章 

基本理論 

 

考慮一平板型質量交換系統，其板距為W ，長度為 L，且寬度

遠大於厚度而可視為無限寬；管道間裝一有厚度且具滲透

性的薄膜，薄膜的滲透係數為

 WBB  

 ，厚度為 ，此薄膜將系統分隔為厚

度 及  之兩通道。在管道外壁裝設一維持固定管壁濃度之

裝置，使其保持在 和 之固定濃度。 

W 1 W

1C 2C

本系統的理論根據以下之假設而建立： 

(1) 流體之濃度於入口及出口處為完全混合； 

(2) 流體之物性常數及管壁濃度維持定值； 

(3) 流體以全展流的形式流經管道且其為層流； 

(4) 邊端效應和中間薄膜的極化效應給予忽略； 

(5) 系統只具有縱向質量擴散，忽略橫向質量擴散； 

 
 

系統之質量分佈式為： 

2

2 ),(),(

a

aaaa
a x

zxC
D

z

zxC
v








         (3.0.1) 

2

2 ),(),(

b

bbbb
b x

zxC
D

z

zxC
v








         (3.0.2) 
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其邊界條件為： 

0ax ，                   (3.0.3) 1CCa 

0bx ，                   (3.0.4) 2CCb 

aa Wx  ， ，bb Wx   ba
c

a

a CC
D

x

C
D 








       (3.0.5) 

aa Wx  ， ，bb Wx   ba
c

b

b CC
D

x

C
D 






       (3.0.6) 

將變數做無因次群之分析，令 

a

a
a W

x
 ，

b

b
b W

x
 ，

LGz

z

m

 ，
DBL

VW
Gzm  , 

W

Wa   

W

Wb-1 ，

 W

 ，
BW

V

a

a  ，
BW

V

b

b  ，
1

2

C

C
Cr   

 
i

ia
a CC

CC

-

-

1

 ，
i

ib
b CC

CC





1

 ，
i

i

CC

CC





1

2                     (3.0.7) 

藉由以上所設之無因次群，可以得到用來描述本系統的無因

次統制方程式： 

     




















 ,, 2

2

2

aa

m

aaa

a

aa

LDGz

Wv
                    (3.0.8) 

     




















 ,, 2

2

2

bb

m

bbb

b

bb

LDGz

Wv
                     (3.0.9) 
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同樣的，無因次速度分佈可表示為： 

   266 aaaaav   ， 10  a                      (3.0.10) 

   266 bbbbbv   ， 10  b                      (3.0.11) 

有關(3.0.10)和(3.0.11)的推導流程於附錄(一)有描述。 

 

而用來求解之邊界條件也可以下面形式表示： 

  1,0  a                                           (3.0.12) 

   ,0b                                          (3.0.13) 

      



,1-,1

,1
- ba

a

a 



                     (3.0.14) 

        



,1-,1-1

,1
ba

b

b 



                  (3.0.15) 

 

隨著迴流效應的變化，上、下通道的無因次濃度分佈也會有所不

同，因此會於後面之章節一一呈現。 

 

上述方程式中，上通道流體流動方向與下通道流體流動方向為逆

流型式，且因為有迴流裝置的存在導致上下通道流體出入口的濃度未

知，因此此種問題之解析解可利用層疊法(superposition method)解決

非齊性邊界值，用正交展開方法(orthogonal expansion techniques)以級

數展開特徵函數來求得解析解。 
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    一開始，利用層疊法將無因次濃度展開來表示： 

      ,, aaaaaa                            (3.0.16) 

      ,, bbbbbb                            (3.0.17) 

其中  aa  和  bb  分別為下通道和上通道無因次濃度的非齊性

(non-homogeneous)解析解；  aa  和  bb  則為齊性(homogeneous)解

析解。將式(3.0.16)和式(3.0.17)代入式(3.0.8)及式(3.0.9)可得齊性和非

齊性的統制方程式；而式(3.0.16)和式(3.0.17)代入式(3.0.12)~(3.0.15)

則可得齊性和非齊性的邊界條件。 

 

1. 齊性(homogeneous)邊界值解析解共通部分： 

齊性統制方程式 

     




















 ,, 2

2

2

aa

m

aaa

a

aa

LDGz

vW
                   (3.0.18) 

     




















 ,, 2

2

2

bb

m

bbb

b

bb

LDGz

vW
                   (3.0.19) 

邊界條件 

  0,0 a                                           (3.0.20) 

  0,0 b                                           (3.0.21) 

      



,1-,1

,1
- ba

a

a 



                      (3.0.22) 

        



,1-,11

,1
ba

b

b 



                   (3.0.23) 
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



我們將齊性解的解析解以分離變數法表示： 

     ma
m

mamaaa GFS





0

,,,                        (3.0.24) 

     mb
m

mbmbbb GFS





0

,,,                        (3.0.25) 

 

將式(3.0.24)及式(3.0.25)代入式(3.0.18)及式(3.0.19)可得 

)
1

(

)(





 m
m

Gz

m eG                                     (3.0.26) 

     0,

2

, 









ama

m

aaam
ama F

LDGz

W
F 


                    (3.0.27) 

      0,

2

, 









bmb

m

bbbm
bmb F

LDGz

W
F 


                    (3.0.28) 

另外將式(3.0.24)及式(3.0.25)代入式(3.0.20)~式(3.0.23)中，则邊界條

件可轉變成： 

  00, maF                                           (3.0.29) 

                                           (3.0.30)   00, mbF

      111 ,,,,,, mbmbmamamama FSFSFS               (3.0.31) 

        1111 ,,,,,, mbmbmamambmb FSFSFS            (3.0.32) 

合併式(3.0.31)及式(3.0.32)可得 

         
 

  )1(

)1(

1)1(1

)1(1)1(

,

,

,

,,

,

,

ma

mb

ma

mbmb

mb

ma

F

F

F

FF

S

S

















             (3.0.33) 

 ama,F  和  bmb,F  如上列式子所示為 a 和 b 的函數，一般情況之下，

我們可以把  ama,F  和  bmb,F  化成無窮級數來表示： 
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  





0

,
n

n

amnama dF                                    (3.0.34) 

  





0

,
n

n

bmnbmb eF                                    (3.0.35) 

將邊界條件式(3.0.29)及式(3.0.30)代入式(3.0.34)及式(3.0.35)我們可

以得到： 

                  ，00 ,md 11 ,md (選定值) 

                   ，00 ,me 11 ,me (選定值) 

    將式(3.0.34)及式(3.0.35)代入式(3.0.27)和式(3.0.28)中，並利用邊

界條件式(3.0.29)及式(3.0.30)使所有的係數 和e 全部化為帶有特

徵值的式子，並藉由式(3.0.33)可求出所有的特徵值。 

mnd mn

 

2. 非齊性(non-homogeneous)邊界值解析解 

非齊性統制方程式 

 
0

2

2


a

aa

d

d




                                        (3.0.36) 

 
0

2

2


b

bb

d

d




                                        (3.0.37) 

邊界條件 

  10 a                                             (3.0.38) 

   0b                                            (3.0.39) 

      11
1

ba

a

a -
d

d
- 




                             (3.0.40) 
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       111
1

ba

b

b --
d

d





                          (3.0.41) 

 

將式(3.0.36)與式(3.0.37)積分為： 

  21 AA aaa                                      (3.0.42) 

  21 BB bbb                                      (3.0.43) 

 

將邊界條件式(3.0.38)與式(3.0.39)代入式(3.0.42)與式(3.0.43)可得： 

12 A                                               (3.0.44) 

2B                                              (3.0.45) 

再把式(3.0.42)與式(3.0.43)代入式(3.0.40)與式(3.0.41)可得： 

 







1

1
1

-
A                                     (3.0.46) 

  








1

11
1

-
B                                   (3.0.47) 

 

由上述所求得的齊性和非齊性之解析解，將兩者合併便可以得到此系

統之完整解析解。因齊性解會隨著迴流形式的不同而有所改變，故在

後面之章節裡會一一討論。 
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mn 我們可以由附錄(二)之方式推導正交性質方程式，當 時 

 






1
0 ,,,,

2 )(
bnbmbnbmb

m

bbb
a dFFSS

LDGz

vW
W 

         

 









1

0 ,,,,

2

0
)(

anamanama

m

aaa
b dFFSS

LDGz

vW
W 

        (3.0.48) 

 

無因次出口濃度表示為以下形式： 

i

iF
F CC

CC

-

-

1

                          (3.0.49) 

 

計算兩平板間的總質量平衡： 

    


 d
W

DBL
GzV

a

aGz

a

mF
m




 
,0

0
1

0
 

  



d

W

DBL
Gz

b

bGz

b

m
m




 
,01

0
            (3.0.50) 

再將此系統完整之解析解代入即可得： 

  















 m

m

Gz

mm
mamaF eFS




1

1
0

0
,,  

    















 m

m

Gz

mm
mbmb eFS




1

1

1
0

0
,,           (3.0.51) 
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3.1 齊性解 

 

3.1.1 二行程無迴流模型 

    二行程無迴流模型的流體在穩定狀態下，體積流率V ，進口濃度

，自下通道流入，再經由上通道流出去，其出口濃度為 。無迴

流的裝置圖於圖 3.1 中呈現。此模型的速度分佈表示如下： 

iC FC

     22 6666 aaaaaaa WB

V
v  


 

 

     (3.1.1) 

     22 66
1

66 bbbbbbb WB

V
v  


    (3.1.2) 

接著把式(3.1.1)和式(3.1.2)代入式(3.0.18)和(3.0.19)式可得： 

      066 ,

2

, 
amaaamama FF        (3.1.3) 

       0661 ,

2

b, 
bmbbbmmb FF       (3.1.4) 

將邊界條件式(3.0.29)~式(3.0.32)代入式(3.1.3)和式(3.1.4)，以此用來

求出  ama,F  和  bmb,F  的係數群 和 ，其所化成的形式表示如下： mnd mne

00, md               

11, md               

02, md               

03, md               

 mmd 
2

1
4,             

              
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圖 3.1 二行程無迴流之平板式質量交換系統 
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 1

)(6 43
, 


 

nn

dd
d mnmnm

nm


  5,4n      (3.1.5) 

 

00, me               

11, me               

02, me               

03, me               

  1
2

1
4, mme             

             

 1

)()1(6 43




 

nn

ee
e mnmnm

mn


  5,4n      (3.1.6) 

以上式子即可用來求得吾等所需要之係數，再代入(3.0.33)便可求出

特徵值，而 的數值大小則由特徵值n m 的接近程度來決定。 
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3.1.2 管末端出口迴流模型 

    二行程無迴流模型的流體在穩定狀態下，體積流率V ，進口濃度

，自下通道流入，再經由上通道流出去，其出口濃度為 。無迴

流的裝置圖於圖 3.2 中呈現。此模型的速度分佈表示如下： 

iC FC

       22 66
1

66 aaaaaaa WB

VR
v  




     (3.1.7) 

       22 66
1

66 bbbbbbb WB

VR
v  


     (3.1.8) 

接著把式(3.1.7)和式(3.1.8)代入式(3.0.18)和(3.0.19)式可得： 

       0661 ,

2

, 
amaaamama FRF               (3.1.9) 

        0661 ,

2

, 
bmbbbmbmb FRF          (3.1.10) 

將邊界條件式(3.0.29)~式(3.0.32)代入式(3.1.9)和式(3.1.10)，以此用來

求出  ama,F  和  bmb,F  的係數群 和 ，其所化成的形式表示如下： mnd mne

00, md               

11, md               

02, md               

03, md               

   mm Rd 1
2

1
4,            

              

 
 1

)(16 43




 

nn

ddR
d mnmnm

mn


  5,4n       (3.1.11) 
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圖 3.2 管末端出口迴流之平板式質量交換系統 
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00, me               

11, me               

02, me               

03, me               

  1
2

1
4, mm Re             

             

 1

)()1(6 43




 

nn

eeR
e mnmnm

mn


  5,4n     (3.1.12) 

以上式子即可用來求得吾等所需要之係數，再代入(3.0.33)便可

求出特徵值，而 的數值大小則由特徵值n m 的接近程度來決定。 
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3.1.3 出口迴流至管末端模型 

    二行程無迴流模型的流體在穩定狀態下，體積流率V ，進口濃度

，自下通道流入，再經由上通道流出去，其出口濃度為 。無迴

流的裝置圖於圖 3.3 中呈現。此模型的速度分佈表示如下： 

iC FC

     22 6666 aaaaaaa WB

V
v  


         (3.1.13) 

     
   22 66
1

1
66 bbbbbbb WB

VR
v  




       (3.1.14) 

接著把式(3.1.13)和式(3.1.14)代入式(3.0.18)和(3.0.19)式可得： 

      066 ,

2

, 
amaaamama FF        (3.1.15) 

        06611 ,

2

, 
bmbbbmbmb FRF     (3.1.16) 

將邊界條件式(3.0.29)~式(3.0.32)代入式(3.1.15)和式(3.1.16)，以此用

來求出  ama,F  和  bmb,F  的係數群 和 ，其所化成的形式表示如

下： 

mnd mne

00, md               

11, md               

02, md               

03, md               

 mmd 
2

1
4,             

              

 1

)(6 43
, 


 

nn

dd
d mnmnm

nm


  5,4n        (3.1.17) 
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圖 3.3 出口迴流至管末端之平板式質量交換系統 
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00, me               

11, me               

02, me               

03, me               

   11
2

1
4, Re mm  

 
 

          

             

1

))(1(16 43




 

nn

eeR
e mnmnm

mn


  5,4n     (3.1.18) 

以上式子即可用來求得吾等所需要之係數，再代入(3.0.33)便可

求出特徵值，而 的數值大小則由特徵值n m 的接近程度來決定。 
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3.1.4 管末端迴流至入口模型 

    二行程無迴流模型的流體在穩定狀態下，體積流率V ，進口濃度

，自下通道流入，再經由上通道流出去，其出口濃度為 。無迴

流的裝置圖於圖 3.4 中呈現。此模型的速度分佈表示如下： 

iC FC

       22 66
1

66 aaaaaaa WB

VR
v  




     (3.1.19) 

       22 66
1

66 bbbbbbb WB

V
v  


     (3.1.20) 

接著把式(3.1.19)和式(3.1.20)代入式(3.0.18)和(3.0.19)式可得： 

        0661 ,

2

, 
amaaamama FRF      (3.1.21) 

       0661 ,

2

b, 
bmbbbmmb FF       (3.1.22) 

將邊界條件式(3.0.29)~式(3.0.32)代入式(3.1.21)和式(3.1.22)，以此用

來求出  ama,F  和  bmb,F  的係數群 和 ，其所化成的形式表示如

下： 

mnd mne

00, md               

11, md               

02, md               

03, md               

  1
2

1
4, Rd mm             

              

 
 1

)(16 43




 

nn

ddR
d mnmnm

mn


  5,4n       (3.1.23) 
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圖 3.4 管末端迴流至入口之平板式質量交換系 
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00, me               

11, me               

02, me               

03, me               

  1
2

1
4, mme             

             

 1

)()1(6 43




 

nn

ee
e mnmnm

mn


  5,4n        (3.1.24) 

以上式子即可用來求得吾等所需要之係數，再代入(3.0.33)便可

求出特徵值，而 的數值大小則由特徵值n m 的接近程度來決定。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 31

3.1.5 出口迴流至入口模型 

    二行程無迴流模型的流體在穩定狀態下，體積流率V ，進口濃度

，自下通道流入，再經由上通道流出去，其出口濃度為 。無迴

流的裝置圖於圖 3.5 中呈現。此模型的速度分佈表示如下： 

iC FC

       22 66
1

66 aaaaaaa WB

VR
v  




     (3.1.25) 

     
   22 66
1

1
66 bbbbbbb WB

VR
v  




    (3.1.26) 

接著把式(3.1.25)和式(3.1.26)代入式(3.0.18)和(3.0.19)式可得： 

        0661 ,

2

, 
amaaamama FRF      (3.1.27) 

        06611 ,

2

, 
bmbbbmbmb FRF     (3.1.28) 

將邊界條件式(3.0.29)~式(3.0.32)代入式(3.1.27)和式(3.1.28)，以此用

來求出  ama,F  和  bmb,F  的係數群 和 ，其所化成的形式表示如

下： 

mnd mne

00, md               

11, md               

02, md               

03, md               

  1
2

1
4, Rd mm             

              

 
 1

)(16 43




 

nn

ddR
d mnmnm

mn


  5,4n       (3.1.29) 
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圖 3.5 出口迴流至入口之平板式質量交換系 
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00, me               

11, me               

02, me               

03, me               

   11
2

1
4, Re mm            

             

 
 1

))(1(16 43




 

nn

eeR
e mnmnm

mn


  5,4n    (3.1.30) 

以上式子即可用來求得吾等所需要之係數，再代入(3.0.33)便可求出

特徵值，而 的數值大小則由特徵值n m 的接近程度來決定。 
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3.2 完全解 

    將式(3.0.44)、式(3.0.45)、式(3.0.46)和式(3.0.47)代入式(3.0.42)

和式(3.0.43)我們可以得知非齊性邊界值之解析解的表示形式如下： 

   
1

1

-1
-, 




 aaa 

        (3.2.1) 

     


 



 bbb 1

-1-1
,       (3.2.2) 

 
 
 

把式(3.0.24)、式(3.0.25)、式(3.2.1)和式(3.2.2)合在一起，即可知下通

道與上通道的無因次濃度表示形式如下： 

       
1

1

1

0





 




am

m
am,am,aaa

-
-GFS, 


             (3.2.3) 

         


 



 




bmbmbmbbb GFS

1

-1-1
,

0m
,,        (3.2.4) 

 

    在管末端時，上通道與下通道流體的濃度相等，如式(3.2.5)和式

(3.2.6)所示： 

     a
m

mamaa

m

aaaaaLL FS
-

Gz



 









 














0
,,1

1

11
,

 

(3.2.5) 

      b
m

mbmbb

m

bbbbbLL FS
-

Gz



 









 














0
,,1

111
,

 

             (3.2.6) 
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因此，我們可以得到以下的方程式： 

 
 







1

0
,,

2

)( aamama

Zm

aaa
Lb dFS

LDG

W
W   

                 
 

 









1

0
,,

2

)( bbmbmb

Zm

bbb
La dFS

LDG

W
W   

 
aamama

m

aaa
b dFS

LDGz

W
W 

)(2

,

2

,

1

0

2

 







  

    
   

aamamaa

m

aaa
b dFS

LDGz

Wv
W 




 





 














1

0 ,,

2

)(1
1

1
 

 
      bbmbmb

m

bbb
a dFS

LDGz

W
W 

)(2

,

2

,

1

0

2

 







  

    
bbmbmbb

m

bbb
a dFS

LDGz

Wv
W 




 





 














1

0 ,,

2

)(
1

11
 (3.2.7) 

 
 

式(3.2.7)可經由附錄(三)的積分公式再重新整理成： 

 
 







1

0
,,

2

)( aamama

Zm

aaa
Lb dFS

LDG

W
W   

                 
 

 









1

0
,,

2

)( bbmbmb

Zm

bbb
La dFS

LDG

W
W   























m

ma

ma

m

ma

ma

m

ma

mamab

F
F

F
F

F
FSW


)0(

)0(
)1(

)1(
)1(

)1( ,

,

,

,

,

,

2

,  

    
   

amamaa

m

aaa
b dFS

LDGz

Wv
W 




 





 














1

0 ,,

2

1
1

1
 

      





















m

mb

mb

m

mb

mb

m

mb

mbmba

F
F

F
F

F
FSW


)0(

)0(
)1(

)1(
)1(

)1( ,

,

,

,

,

,

2

,  
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    
bmbmbb

m

bbb
a dFS

LDGz

Wv
W 




 





 














1

0 ,,

2

1

11
   

(3.2.8) 
 
 
 
 

3.2.1 二行程無迴流模型 

    由第三章一開始、章節 3.1.1 及 3.2 的部分的推導，吾等可以接

著得到以下的表示式： 

我們可知在入口的無因次平均濃度表示如下： 

   

1

0
,

0,

V

dBW aaaaaa
ia


  

    
        aaa

aaa
aaa

aaa d
V

BW
d

V

BW






 
1

0

1

0

0,0,  

    
     

aa
aaa

ammama
aaa d

V

BW
dGFS

V

BW








 





 





1

0

1

0
,, 1

1

1
 

      
1

1

1

2

1
01 ,,

0

, 






 













mama
m m

Gz

ma FF
eS m

m

      (3.2.9) 

 

在出口的無因次平均濃度表示如下： 

   

1

0

0,

V

dBW bbbbbb
F


  

    
        bbb

bbb
bbb

bbb d
V

BW
d

V

BW






 
1

0

1

0

0,0,  
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 

ammbmb
bbb dGFS

V

BW 

1

0
,,  

                
    

bb
bbb d

V

BW 



 






 





1

0 1

11
 

          














 







1

11

2

1
01

1 ,,
0

,

mbmb
m m

Gz

mb FF
eS m

m

      (3.2.10) 

 

由上述所列之式子可以用以求得 和 ，如此便可得知ma,S mb,S F 。 

 

 

 

 

3.2.2 管末端出口迴流模型 

由第三章一開始、章節 3.1.2 及 3.2 的部分的推導，吾等可以接

著得到以下的表示式： 

我們可知在入口的無因次平均濃度表示如下： 

 
     VR

V
d,

VR

BW
- bbb

bbb
i,a 1

0
1

1

0 



    

     
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            
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(3.2.11) 

 

在出口的無因次平均濃度表示如下： 
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由上述所列之式子可以用以求得 和 ，如此便可得知ma,S mb,S F 。 
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3.2.3 出口迴流至管末端模型 

由第三章一開始、章節 3.1.3 及 3.2 的部分的推導，吾等可以接

著得到以下的表示式： 

我們可知在入口的無因次平均濃度表示如下： 
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在出口的無因次平均濃度表示如下： 
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   (3.2.14) 

 

由上述所列之式子可以用以求得 和 ，如此便可得知ma,S mb,S F 。 

 

 

 

 

 

 

3.2.4 管末端迴流至入口模型 

由第三章一開始、章節 3.1.4 及 3.2 的部分的推導，吾等可以接

著得到以下的表示式： 

我們可知在入口的無因次平均濃度表示如下： 
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   (3.2.15) 

 

在出口的無因次平均濃度表示如下： 
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由上述所列之式子可以用以求得 和 ，如此便可得知ma,S mb,S F 。 
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3.2.5 出口迴流至入口模型 

由第三章一開始、章節 3.1.5 及 3.2 的部分的推導，吾等可以接

著得到以下的表示式： 

我們可知在入口的無因次平均濃度表示如下： 
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(3.2.17) 

 

在出口的無因次平均濃度表示如下： 
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由上述所列之式子可以用以求得 和 ，如此便可得知ma,S mb,S F 。 
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3.3 平均謝塢數及質量傳送效率 

在本研究中為了解不同薄膜位置與迴流比大小，與單行程流動時

對質傳效率的改變，因而定義一平均謝塢數(Sherwood Number): 

 

在二行程迴流操作下我們可定義如下： 

D

Wk
Sh m                                                 (3.6.1) 

至於平均質傳導定義表示入下： 

  iwm CCBLkN  2                                     (3.6.2) 

上式經過轉變可變為下式： 

    iFiwm CCVCCBLk 2                              (3.6.3) 

經過移項則再變為： 

 
  iw

iF
m

CCBL

CCV
k





2

                                      (3.6.4) 

 

其中 wC 的定義如下： 

2
21 CC

C w


                                              (3.6.5) 

 

將式(3.6.4)代入式(3.6.1)可得： 
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



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1
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在此， wC 的無因次定義為： 

i

iw

w CC

CC





1

                                       (3.6.7) 

 

將式(3.0.49)和式(3.6.7)代入式(3.6.6)便可以得到： 

w

F
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D
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





2
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2

1
                          (3.6.8) 

 

同樣地，我們也可以在單行程迴流系統中得知： 

w

F

mGzSh

 ,0

0

2

1
              (3.6.9) 

 

    因為迴流以及中間薄膜位置的改變，會導致質傳效率的不同，因

此須以單行程系統為基準來計算其增加的百分比，所以質傳效率之百

分比可定義如下： 
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

                             (3.6.10) 
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3.4 能源消耗之增加率問題 

 

在二行程系統中，能源的消耗是不可避免會發生的情況，而在本

研究裡，薄膜位置的不同及迴流型態的不同皆會對能源的消耗造成一

定的改變，也就有不同的表示形式，其中，流體輸送之磨擦損失

(friction loss)可以假設為： 

e

f D

vfL
w

22
           (3.7.1) 

其中v 為平均速度， 為相當直徑，eD f 為摩擦因子是雷諾數Re的函

數。 

假設通道內流體流動為層流(Laminar flow)，則摩擦因子 f 為︰ 

Re

24
f             (3.7.2) 

因此 

e

f D

v
w

2

            (3.7.3) 

可以計算出能源的損耗 定義如下 pI

 
0

0

P

PPP
I ba

p


          (3.7.4) 

其中 fwVP   。 

將以上各種迴流形式整理後，即可得到各種形式之能源損耗與薄

膜位置及迴流的關係式。 
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當單行程時流體在通道內的平均速度為： 

WB

V
v 0             (3.7.5) 

流體在 a 通道體積流速分別為V ，RV 與 VR )1(  時的平均速度為 
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a

)1( 
      (3.7.6) 

流體在 b 通道體積流速分別為V ，RV 與 VR )1(  時的平均速度為 

BW

V
v

b

b  ，
BW

RV
v

b

b  ，
BW

VR
v

b

b

)1( 
      (3.7.7) 

相當直徑分別為 

WD 20  ， ，aa WD 2 bb WD 2       (3.7.8) 

將以上各種迴流整理可得個種形式之能源損耗與薄膜位置及迴流的

關係式，如下所示 

 
 

3.4.1 二行程無迴流模型 

1
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33
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3.4.2 管末端出口模型 
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3.4.3 出口迴流至管末端模型 
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3.4.4 管末端迴流至入口模型 
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3.4.5 出口迴流至入口模型 
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第四章 

結果與討論 

 

4.1 二行程無迴流模型之結果與討論 

    如圖 4.1.1 所示，此為出口無因次濃度對質傳格拉茲數 的作

圖，薄膜設計參數為

mGz

5

W

，並以 2rC 的情況為例子，由圖可

以看出隨著質傳格拉茲數 越大，出口無因次濃度就越小，因為

越大代表流體體積流速

mGz mGz

V 越大，所以流體在管道中的滯留時間便縮短

了。此外，從圖中也可知道當 比較小、mGz V 越小，中間薄膜位置在

0.75 時的出口無因次濃度最高(因質傳格拉茲數Gz 值很小，當

0.75，下通道寬度大流速低，有較多的時間進行質傳；上通道寬

度小但比下通道稍快，且因滯留時間長，上通道與下通道之間濃度差

距不大，且因薄膜參數不大，所以中間質傳不是太大，而造成出口無

因次濃度比其他薄膜位置來的大)；當 逐漸變大時，





m

mGz V 越大，薄膜

位置 0.25 的質傳效果明顯大於其他位置。 

    而圖 4.1.2 則是改變薄膜設計參數值且以不同 值之間來做比

較的出口無因次濃度對質傳格拉茲數 之作圖。在圖中我們可以知

道，當

rC

mGz

值越大時，薄膜孔隙度越大，上通道流體更容易與下通道發

生質傳效應，因此無因次出口濃度就越小；另外我們也可以知曉，當
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Sh

2rC

Sh

時(上通道壁濃度與下通道壁濃度比例差越大)，其無因次出口

濃度的值是比較高的。 

    平均謝塢數 對質傳格拉茲數 的作圖，如圖 4.1.3 所示，隨

著質傳格拉茲數 的值越大， 和 的值也越大；且二行程系統

的 值明顯大於單行程系統，而當薄膜位置在

mGz

ShmGz Sh 0

 0.25 時所得到的

值是最大、質傳效率也是比較好的； Sh值在 值較高的情況下是相

對比較高的。而如圖 4.1.4 所示，固定薄膜位置

Sh

rC

 0.5，改變薄膜設

計參數來比較，則在薄膜設計參數值越大的時候，其質傳效率也隨

之降低。 

    圖 4.1.5 所示為質量傳送效率 對質傳格拉茲數 的作圖，薄

膜設計參數在

mI mGz

5 ，從圖中可以發現，在薄膜位置  0.25 的時候

最大，也就是擁有較好的質傳效率；與此同時， 值越大，也會對質

傳效率有較好的提升影響。至於圖 4.1.6 則是質量傳送效率 與能源

損耗 的比值 對質傳格拉茲數 的作圖，固定薄膜設計參數

在

mI

rC

mI

pI



pm II / mGz

5 ，薄膜在 0.5 的位置時， 的值是最大的；C 值越大，

數值也相對的比較高。 

 pI/mI r
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圖 4.1.1 二行程無迴流裝置，在 2rC ， 5 時，改變薄膜位置之無

因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 mGz
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圖 4.1.2 二行程無迴流裝置，在  0.5 時，以不同 來對比，改變薄

膜參數來看無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.1.3 二行程無迴流裝置， 5 時，不同 間作對比，改變薄膜

位置之平均謝塢數 對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.1.4 二行程無迴流裝置，在  0.5 時，以不同 來對比，改變薄

膜參數來看平均謝塢數 對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.1.5 二行程無迴流裝置， 5 時，不同 間作對比，改變薄膜

位置之質量傳送效率 對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.1.6 二行程無迴流裝置， 5 時，不同 間作對比，改變薄膜

位置之 對質傳格拉茲數Gz 的關係。 
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4.2 管末端出口迴流模型之結果與討論 

 

    圖 4.2.1 所示為無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的作圖，薄膜

設計參數為

mGz

5

W

1，R ，並以 2rC 的情況為例子。隨著質傳

格拉茲數 越大，出口無因次濃度就越小， 越大代表流體體積

流速

mGz mGz

V 越大，所以流體在管道中的滯留時間因而縮短。當 比較

小、

mGz

V 越小時，滯留時間長，可以看出單行程系統的質傳效率比管末

端出口迴流系統還好；但隨著 的值逐漸增高，二行程系統的質傳

效率很明顯的比單行程還要好。而 較低時，中間薄膜位置在

0.75 時的出口無因次濃度比其他位置來的高； 較高時，薄膜

位置 0.25 則是最好的。圖 4.2.2 則是加上以不同的 值來對比，

由圖可知，

mGz

mGz

 mGz

C r

2rC 的無因次出口濃度比較高，質傳效果較好。而在圖

4.2.3 裡，固定薄膜位置為  0.5， 1R ，以不同C 值對比，改變薄

膜參數

r

來看無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的作圖，當mGz 越小

時，孔隙度越小，所以質傳效果越好，出口無因次濃度也越高。 

    由於此系統有預混效應的關係，藉由圖 4.2.4 和圖 4.2.5 這兩張無

因次入口濃度對質傳格拉茲數 的作圖可以看到預混效應對入口

濃度的影響，隨著薄膜參數

mGz

越小，無因次出口濃度越大，也導致入

口濃度越高；而以不同薄膜位置來對比，當薄膜位置處於比較低的位

置時( 0.25)，在上通道的流體流過的時間變長，無因次入口濃度
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也因此變大，處於過高的位置時也會產生類似但不太明顯的情況。 

    圖 4.2.6 則為平均謝塢數對質傳格拉茲數 的作圖，隨著 的

增加，平均謝塢數的值也越大，薄膜位置在

mGz mGz

 0.25 的質傳效率最好，

可知道薄膜位置的降低有助於質傳效率的提升。如圖 4.2.7 所示，不

同 之間， 值越大，平均謝塢數越低，可了解上下壁濃度的濃度

差越小越有助於平均謝塢數值的上昇。而薄膜參數越小，平均謝塢數

的值就越大，如圖 4.2.8 所示。 

rC rC

    如圖 4.2.9 所示，在質傳效率 對質傳格拉茲數 的圖中可以

看出，薄膜位置越低越有助於質傳效率的改善，但薄膜位置在中間時

的質傳效果是最差的；但上下壁濃度的濃度差 越大時，對質傳效率

的提升反而是不利的，比對稱型態還差。至於質量傳送效率 與能源

損耗 的比值 對質傳格拉茲數 的作圖，固定薄膜設計參數

在

mI mGz

rC

mI

pI

5

pm II / mGz

 ，如圖 4.2.10 所示，薄膜位置在  0.5 的時候 的值是最

高的， 值越小，數值也相對的比較高。 

pImI /

rC
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圖 4.2.1 管末端出口迴流裝置， rC ， 1R2， 5 ，改變薄膜位置

之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 
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， 1R圖 4.2.2 管末端出口迴流裝置， 5 ，以不同 對比，改變

薄膜位置之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 
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0.5， 1R圖 4.2.3 管末端出口迴流裝置，  ，以不同 對比，改變

薄膜參數之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 
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0.5， 1R圖 4.2.4 管末端出口迴流裝置，  ，以不同 對比，改變
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的薄膜參數之無因次平均入口濃度對質傳格拉茲數 mGz 關係。 
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， 1R圖 4.2.5 管末端出口迴流裝置， 5 ，以不同 對比，改變
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圖 4.2.6 管末端出口迴流裝置， 2rC ， 5 ， 1R ，改變薄膜位置

之平均謝塢數對質傳格拉茲數 mGz 的關係。 
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， 1R圖 4.2.7 管末端出口迴流裝置， 5 ，以不同 對比，改變

薄膜位置之平均謝塢數對質傳格拉茲數  
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0.5， 1R圖 4.2.8 管末端出口迴流裝置，  ，以不同 對比，改變

薄膜參數之平均謝塢數對質傳格拉茲數  
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， 1R圖 4.2.9 管末端出口迴流裝置， 5 ，以不同 對比，改變

薄膜位置之質傳效率 對質傳格拉茲數  
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， 1R圖 4.2.10 管末端出口迴流裝置， 5 ，以不同 對比，改變

薄膜位置之 的關係。 
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.3 出口迴流至管末端模型之結果與討論 

   圖 4.3.1 所示為無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的作圖，薄膜

設計參數為

4

 

mGz 

5

W

， 2rC ，並以不同迴流比(R )作對比。隨著

質傳格拉茲數 越大，出口無因次濃度就越小， 越大代表流體

體積流速

mGz mGz

V 越大，

較高時，薄膜位置

所以流體在管道中的滯留時間因而縮短。 較低

時的出口無因次濃度比其他位置來的

高，

mGz

時，中間薄膜位置在  0.75

mGz  0.25 ，

則是

值

則擁有較高的出口無因次濃度

質傳效果較好。迴流比越高，出口無因次濃度也越高。圖

在

4.3.2

以不同的 rC 來對比，而 2rC

固定薄膜位置為

的無因次出口濃度比較高 效，質傳

果較好。圖 4.3.3  0.5， 1R ，將不同 rC 值對比，

改變薄膜參數來看無因次出口濃度對質傳格拉茲數 mGz 的作圖，從

圖中可以知道，越小時，孔隙度越小，所以出口無因次濃度就越大。 

    平均謝塢數對質傳格拉茲數 的作圖，也就是圖 4.3.4，平均謝

塢數隨著 的增加而增大，薄膜位置在

mGz

mGz  0.25 之平均謝塢數的值

在圖中是最高的，質傳效果較好 ，所得的平均謝塢數

也越高。 值越大，平均謝塢數越高，可了解上下壁濃度的濃度差越

大越有助於平均謝塢數值的上昇，如圖 所示。而改變薄膜參數

來看平均謝塢數對質傳格拉茲數 4.3.6 所示，當薄膜

參數越小， 值越大，平均謝塢數就越大。 

，且

mGz

迴流比越高

4.3.5

的關係如圖

rC

rC
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如圖 4.3.7 所示，薄膜    質傳效率 mI 對質傳格拉茲數 mGz 的作圖，

位置越低越有助於質傳效率的改善 上下壁濃度的濃度差 rC 越大，則

質傳的效率越好，但差異不是很大。而從圖 4.3.8 可知，當迴流比越

高時，質傳效率越好。圖 4.3.9 則為質量傳送效率 mI 與能源損耗 pI 的

比值 pm II / 對質傳格拉茲數 mGz 的關係圖，薄膜位置在 

，

 0.25 的時候

pm II / 是最高的， rC 值越大，則 pm II / 也越高。 的值
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圖 4.3.1 出口迴流至管末端裝置， 2rC ， 5 ，改變薄膜位置及迴

 

流數之無因次出口濃度對質 拉茲 mGz 的關係。 
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圖 4.3.2 出口迴流至管末端裝置， ， 1R5 ，以不同 對比，改rC

變薄膜位置之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 mGz 的關係。 
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圖 4.3.3 出口迴流至管末端裝置， 0.5， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜參數之無因次出口濃度對質傳格拉茲數  
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圖 4.3.4 出口迴流至管末端裝置， 2rC ， 5 ，改變薄膜位置及迴

流數之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 mGz
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圖 4.3.5 出口迴流至管末端裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜位置之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.3.6 出口迴流至管末端裝置，  0.5， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜參數之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.3.7 出口迴流至管末端裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜位置之質傳效率 對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.3.8 出口迴流至管末端裝置， 2rC ， 5 ，  0.5，改變迴流

比之質傳效率 對質傳格拉茲數 的關係。 mI mGz
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圖 4.3.9 出口迴流至管末端裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜位置之 對質傳格拉茲數 的關係。 
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4.4 管末端迴流至入口模型之結果與討論 

 

    無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係圖如圖 4.4.1 所示，以

不同迴流比(

mGz

R )作對比，薄膜設計參數為 5

W

， 。隨著

質傳格拉茲數 越大，出口無因次濃度就越小。由圖中可知， 較

低時，其他位置的出口無因次濃度比薄膜位置在

2rC

mGz mGz

 0.75 的來的低，

而在 較高時，薄膜位置在mGz  0.25 時的無因次出口濃度則是最高

的，質傳效果較好。當迴流比越高時，出口無因次濃度偏低，可以看

出使用迴流的效果不是很好。在不同 值的對比之下，如圖 4.4.2 所

示，在 的無因次出口濃度比較高，質傳效果較好。在圖 4.4.3

中，藉著將不同 值對比，並固定薄膜位置為

rC

2rC

rC  0.5， 1R ，改變

薄膜參數來看無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的作圖，當薄膜

參數越小時，所得到的無因次出口濃度就越大。 

mGz

    在圖 4.4.4 平均謝塢數對質傳格拉茲數 的作圖中， 越大，

平均謝塢數就越高；當薄膜位置在

mGz mGz

 0.25 時，平均謝塢數是比較高

的；至於隨著迴流比的增加，平均謝塢數的值就越低。而在圖 4.4.5

中可以得知，上下壁濃度的濃度差跟平均謝塢數有不小的關係， 越

大，平均謝塢數越高。當薄膜參數

rC

越小時， 值越大，平均謝塢數

就越大，可以從圖 4.4.6 改變薄膜參數來看平均謝塢數對質傳格拉茲

數 的作圖中得知。 

rC

mGz
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    如圖 4.4.7 所示，固定 5 ， 1R ，在質傳效率 對質傳格拉茲

數 的圖中，薄膜位置越低越有助於質傳效率的改善，而 越高對

質傳效率的改善也有相當的影響。當迴流比最大時，則質傳效率越

低，如圖 4.4.8 所示。而在質量傳送效率 與能源損耗 的比值

對質傳格拉茲數 的關係圖中，如圖 4.4.9 所示，沒有別的薄膜位

置的 值比在 0.5 來的高；當 值越大， 也越高。 

mI

pI

pI

mGz

mI

rC

mI pm II /

mGz

pI/ rC mI /
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圖 4.4.1 管末端迴流至入口裝置， 2rC ， 5 ，改變薄膜位置及迴

流數之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 mGz
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圖 4.4.2 管末端迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜位置之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.4.3 管末端迴流至入口裝置，  0.5， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜參數之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.4.4 管末端迴流至入口裝置， 2rC ， 5 ，改變薄膜位置及迴

流數之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 mGz
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圖 4.4.5 管末端迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜位置之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 

rC

mGz

 
 



 

 87

1 10 100 1000
0

5

10

15

20

25

 

 

 Cr = 1
 Cr = 1.5
 Cr = 2

S
h

Gz
m

R = 1

  = 0.5

  = 1

  = 10

Double-pass device 

 

圖 4.4.6 管末端迴流至入口裝置，  0.5， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜參數之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.4.7 管末端迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜位置之質傳效率 對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.4.8 管末端迴流至入口裝置， 2rC ， 5 ，  0.5，改變迴流

比之質傳效率 對質傳格拉茲數 的關係。 mI mGz
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圖 4.4.9 管末端迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改

變薄膜位置之 對質傳格拉茲數 的關係。 
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4.5 出口迴流至入口模型之結果與討論 

 

圖 4.5.1 所示，在無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的圖中，

薄膜設計參數為

mGz

5

W

，以 25.1rC 的情況為例，改變迴流比(R)

和薄膜位置來觀察。隨著質傳格拉茲數 越大，出口無因次濃度就

越小，當 較低時，薄膜位置在

mGz

mGz  0.75 的時候，出口無因次濃度

較高；而當 開始逐漸增加時，薄膜位置在mGz  0.25 時出口無因次

濃度為最高，質傳效果較好；隨著迴流比的提昇，出口無因次濃度也

會比較高。當 越高時，所得到的出口無因次濃度也會比較高，如圖

4.5.2 所示。在圖 4.5.3 裡，以不同 值對比，薄膜位置為 0.5，

rC

rC  1R ，

藉由改變薄膜參數來看無因次出口濃度對質傳格拉茲數Gz 的關

係，由圖可知，無因次出口濃度在薄膜參數比較低的時候會比薄膜參

數較高的情況還要高，質傳的效果也比較好。 

m

圖 4.5.4 和圖 4.5.5 為無因次入口濃度對質傳格拉茲數 的作

圖，由於此系統有預混效應的關係，藉由此兩圖可以看到預混效應對

入口濃度的影響，以不同薄膜位置來對比，當薄膜位置處於比較低的

位置時( 0.25)，在上通道的流體流過的時間變長，無因次入口濃

度也因此變大；而當 越高時，無因次入口濃度也會提升。薄膜參數

的改變對於入口濃度也有影響，當薄膜參數比較低的時候，所得到的

無因次入口濃度會比薄膜參數較高的時候還要高 

mGz



rC
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圖 4.5.6 為為平均謝塢數對質傳格拉茲數 的作圖，薄膜位置

在 0.25 的質傳效率最好，平均謝塢數較高；而隨著 的增加，

平均謝塢數的值也越大，此外，迴流比的增加對平均謝塢數也有著些

微的增幅影響。在 處於較高的情況之下，平均謝塢數的值也會比較

高一點，如圖 4.5.7。薄膜參數比較高的時候，所得到的平均謝塢數

是比較低的，如圖 4.5.8 所示。 

mGz

 mGz

rC

在圖 4.5.9 中，固定 5 ， 1R ，來看質傳效率 對質傳格拉茲

數 的關係。薄膜位置在

mI

mGz  0.25 的質傳效率最好，可知道薄膜位

置的降低有助於質傳效率的提升。而 值的增加雖也有助於質傳效率

的改善，但幫助不是很大。而當迴流比越高的時候可以發現，不論迴

流多少，其質傳效率幾乎沒有改變，如圖 4.5.10 在質量傳送效率 與

能源損耗 的比值 對質傳格拉茲數 的作圖中，薄膜位置在

0.5 的時候 的值是最高的，當C 值越高， 會得到些微

的提升，如圖 4.5.11 所示。 

rC

mI

pI pm II /

pI

mGz

r mI / pImI /
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圖 4.5.1 出口迴流至入口裝置， 25.1rC ， 5 ，改變迴流比及薄膜

位置之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 mGz
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圖 4.5.2 出口迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改變

薄膜位置之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.5.3 出口迴流至入口裝置，  0.5， 1R ，以不同 對比，改變

薄膜參數之無因次出口濃度對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.5.4 出口迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改變

薄膜位置之無因次平均入口濃度對質傳格拉茲數Gz 的關係。 
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圖 4.5.5 出口迴流至入口裝置，  0.5， 1R ，以不同 對比，改變

薄膜參數之無因次平均入口濃度對質傳格拉茲數Gz 的關係。 
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圖 4.5.6 出口迴流至入口裝置， 25.1rC ， 5 ，改變迴流比及薄膜

位置之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 mGz
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圖 4.5.7 出口迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改變

薄膜位置之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.5.8 出口迴流至入口裝置，  0.5， 1R ，以不同 對比，改變

薄膜參數之平均謝塢數對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.5.9 出口迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改變

薄膜位置之質傳效率 對質傳格拉茲數 的關係。 
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圖 4.5.10 出口迴流至入口裝置， 25.1rC ， 5 ，  0.5，改變迴

流比之質傳效率 對質傳格拉茲數 的關係。 mI mGz
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圖 4.5.11 出口迴流至入口裝置， 5 ， 1R ，以不同 對比，改變

薄膜位置之 對質傳格拉茲數 的關係。 
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4.6 增加的能源消耗問題 

 

    不同的迴流型態對質傳效率有不同的影響，同時對能源的消耗也

會產生影響，當質傳效率提升時代表能源的消耗也跟著上升，至於是

否符合經濟效益是個需要探討的問題。 

    迴流裝置不同，其對應的能源消耗定義之式子也不一樣。本文的

迴流形式有 5 種，根據式(3.7.9)至式(3.7.13)的定義可以得到不同迴流

比及薄膜位置的能源損耗百分比如表(4.6.1)至表(4.6.5)。 

    從表(4.6.1)至表(4.6.5)中可以看出，幾乎所有的薄膜位置離 0.5

越遠，所需要的能源消耗增加率也越高，而此時系統的上通道或下通

道流體的流量或流速會增加或減少。 
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表 4.6.1  二行程無迴流模型不同薄膜位置的能源消耗增加率 

      Δ     

0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 
Ip 

1000.37 65.37037 15 62.3704 1000.37 

 

表 4.6.2  管末端出口模型不同薄膜位置的能源消耗增加率 

      Δ     

  

R 
0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 

1 4000.37 257.37 39 72.4815 1004.49 
2 9004.49 584.482 103 276.333 4011.35 
3 16011.4 1044.33 199 612.926 9020.95 
4 25021 1636.93 327 1082.26 16033.3 

Ip 

5 36033.3 2362.26 487 1684.33 25048.4 
 

表 4.6.3  出口迴流至管末端模型不同薄膜位置的能源消耗增加率 

      Δ     

  

R 
0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 

1 1004.49 72.4815 39 257.37 4000.37 
2 1011.35 84.3333 79 577.37 9000.37 
3 1020.95 100.926 135 1025.37 16000.4 
4 1033.29 122.259 207 1601.37 25000.4 

Ip 

5 1048.38 148.333 295 2305.37 36000.4 
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表 4.6.4  管末端迴流至入口模型不同薄膜位置的能源消耗增加率 

        Δ     

  R 0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 

1 4000.37 257.37 39 72.4815 1004.49 
2 9000.37 577.37 79 84.3333 1011.35 
3 16000.4 1025.37 135 100.926 1020.95 
4 25000.4 1601.37 207 122.259 1033.29 

Ip 

5 36000.4 2305.37 295 148.333 1048.38 

 

表 4.6.5  出口迴流至入口模型不同薄膜位置的能源消耗增加率 

      Δ     

  

R 
0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 

1 4004.49 264.482 63 264.482 4004.49 
2 9011.35 596.333 143 596.333 9011.35 
3 16020.9 1060.93 255 1060.93 16020.9 
4 25033.3 1658.26 399 1658.26 25033.3 

Ip 

5 36048.4 2388.33 575 2388.33 36048.4 
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4.7 數值例 

 

    本研究的非對稱壁濃度二行程平板型質量交換器，其質傳效率根

據不同情況而有不同的變化，下面將就非對稱壁濃度比例 並以兩個

數值例來呈現出來。同時，為了證明我們所使用的級數項數在合理範

圍內，且誤差極小，因此我們就接近收歛的項數和已收斂的項數做比

較，如表 4.7.11~4.7.15。 

rC

 

Case 1：20℃的純水(Pure water)流經兩行程平板中，上下板為苯甲酸

(benzoic acid) 組 成 ， 設 流 體 進 口 濃 度 為 0iC ， 下 板 濃 度

， 同 時 我 們 也 假 設 ， 上 板 壁 濃 度 為

，擴散係數則是為

36

1 /1097.1 mkgmoleC 

36

2 /1094.3 mkgmoleC  smD /10 21067.6  。 

 

Case 2：10℃的乾空氣(Dry air)流經兩行程平板中，上下板為樟腦

(naphthalene) 組 成 ， 設 流 體 進 口 濃 度 為 0iC ， 下 板 濃 度

， 同 時 我 們 也 假 設 ， 上 板 壁 濃 度 為

，擴散係數則是為

36

1 /1019.1 mkgmoleC 

36

2 /1038.2 mkgmoleC  smD / 26105  。 
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二行程無迴流模型 

Case 1 

表 4.7.1  二行程無迴流模型 Case 1 的 case study 

 cmL  scmV /3
 mGz  0Sh  (%)mI  

30 0.01 5 1.48 54.36 
 0.02 10 1.60 156.04 
     

60 2.00 500 1.57 969.36 
  4.00 1000 1.57 1004.69 

 

 

 

Case 2 

表 4.7.2  二行程無迴流模型 Case 2 的 case study 

 cmL  scmV /3
 mGz  0Sh  (%)mI  

10 5 1 0.50 -3.26 
 25 5 1.48 54.36 
     

20 500 50 1.59 575.98 
  1000 100 1.58 750.54 
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m

管末端出口迴流模型 

Case 1 

表 4.7.3  管末端出口迴流模型 Case 1 的 case study 

(%)I   cmL   scmV /3
mGz  0Sh  

1R  

30 0.01 5 1.48 45.23 
 0.02 10 1.60 144.57 
     

60 2.00 500 1.57 1140.03 
  4.00 1000 1.57 1193.43 

 

 

 

Case 2 

表 4.7.4  管末端出口迴流模型 Case 2 的 case study 

(%)mI   cmL   scmV /3
mGz  0Sh  

1R  

10 5 1 0.50 -7.74 

 25 5 1.48 45.23 

     

20 500 50 1.59 608.49 

  1000 100 1.58 831.00 
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m

出口迴流至管末端模型 

Case 1 

表 4.7.5  出口迴流至管末端模型 Case 1 的 case study 

(%)I   cmL   scmV /3
 mGz  0Sh  

1R  3R  5R  

30 0.01 5 1.48 67.08 80.39 86.99 
 0.02 10 1.60 185.18 216.91 233.17 
       

60 2.00 500 1.57 1436.83 2361.79 3227.08 
  4.00 1000 1.57 1507.75 2541.29 3556.92 

 

 

 

Case 2 

表 4.7.6  出口迴流至管末端模型 Case 2 的 case study 

(%)mI   cmL   scmV /3
 mGz  0Sh  

1R  3R  5R  

10 5 1 0.50 2.99 9.53 12.76 
 25 5 1.48 67.08 80.39 86.99 
       

20 500 50 1.59 752.35 1000.22 1158.91 
  1000 100 1.58 1034.22 1491.38 1827.57 
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m

管末端迴流至入口模型 

Case 1 

表 4.7.7  管末端迴流至入口模型 Case 1 的 case study 

(%)I   cmL   scmV /3
 mGz  0Sh  

1R  3R  5R  

30 0.01 5 1.48 57.16 58.25 58.54 
 0.02 10 1.60 150.17 145.69 143.93 
       

60 2.00 500 1.57 747.04 640.43 606.04 
  4.00 1000 1.57 768.21 656.11 620.12 

 

 

 

Case 2 

表 4.7.8  管末端迴流至入口模型 Case 2 的 case study 

(%)mI   cmL   scmV /3
 mGz  0Sh  

1R  3R  5R  

10 5 1 0.50 4.63 9.97 11.78 
 25 5 1.48 57.16 58.25 58.54 
       

20 500 50 1.59 487.20 438.22 421.40 
  1000 100 1.58 608.26 534.75 510.25 
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m

出口迴流至入口模型 

Case 1 

表 4.7.9  出口迴流至入口模型 Case 1 的 case study 

(%)I   cmL   scmV /3
 mGz  0Sh  

1R  3R  5R  

30 0.01 5 1.44 50.32 55.13 56.68 
 0.02 10 1.52 150.47 156.94 159.08 
       

60 2.00 500 1.45 926.24 928.10 928.71 
  4.00 1000 1.45 958.70 959.68 960.01 

 

 

 

Case 2 

表 4.7.10  出口迴流至入口模型 Case 2 的 case study 

(%)mI   cmL   scmV /3
 mGz  0Sh  

1R  3R  5R  

10 5 1 0.50 -5.14 -0.17 1.34 
 25 5 1.44 50.32 55.13 56.68 
       

20 500 50 1.48 557.76 565.71 568.39 
  1000 100 1.46 772.88 728.96 731.00 
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表 4.7.11 二行程無迴流模型，級數解收斂情形於 5.0 、 5 及

2rC  

n
30 -7.64038 -0.002177 -0.000117 0.4828428
35 -7.64048 -0.00253 -0.0002852 0.4828432
30 -7.64038 -3.891126 -0.4385616 4.094665
35 -7.64048 -3.89113 -0.4385501 4.0946812
30 -7.64038 -18.46305 -2.0809358 13.449981
35 -7.64048 -18.46332 -2.0809099 13.45015
30 -7.64038 -24.67086 -2.7806072 17.360661
35 -7.64048 -24.67133 -2.7805838 17.360942

1

10

100

1000

mGz m maS , mbS , Sh

 

 

 

 

 

表 4.7.12 管末端出口迴流模型，級數解收斂情形於 5.0 、 5 、

2rC 及 1R  

n
30 -3.68341 -0.05899 -0.0104771 0.4604612
35 -3.68344 -0.058989 -0.0104767 0.4605074
30 -3.68341 -4.363137 -0.774923 3.9108377
35 -3.68344 -4.363148 -0.7749129 3.9112382
30 -3.68341 -19.493 -3.4620893 14.720954
35 -3.68344 -19.4932 -3.4620711 14.722549
30 -3.68341 -27.36487 -4.8601878 20.324873
35 -3.68344 -27.36524 -4.8601782 20.327138

1

10

100

1000

mGz m maS , mbS , Sh
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表 4.7.13 出口迴流至管末端模型，級數解收斂情形於 5.0 、 5 、

2rC 及 1R  

n
35 -7.94829 -0.002177 -0.000117 0.5141494
40 -7.94826 -0.002177 -0.000117 0.5140407
35 -7.94829 -4.501844 -0.2419617 4.561716
40 -7.94826 -4.501856 -0.2419671 4.5607538
35 -7.94829 -25.9822 -1.3964716 17.939908
40 -7.94826 -25.98232 -1.3965052 17.936184
35 -7.94829 -37.94402 -2.0393865 25.272075
40 -7.94826 -37.94426 -2.039439 25.266878

1

10

100

1000

mGz m maS , mbS , Sh

 
 
 
 
 

 

 

 

 

表 4.7.14 管末端迴流至入口模型，級數解收斂情形於 5.0 、 5 、

2rC 及 1R  

n
30 -3.68341 -0.066905 -0.0118828 0.5222427
35 -3.68344 -0.066904 -0.0118824 0.5222429
30 -3.68341 -4.463461 -0.7927411 4.000761
35 -3.68344 -4.463477 -0.7927318 4.0007745
30 -3.68341 -14.83077 -2.6340459 11.200077
35 -3.68344 -14.83094 -2.6340354 11.200181
30 -3.68341 -18.37044 -3.2627151 13.644384
35 -3.68344 -18.37069 -3.2627093 13.644539

1

10

100

1000

mGz m maS , mbS , Sh
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表 4.7.15 出口迴流至入口模型，級數解收斂情形於 5.0 、 5 、

25.1rC 及 1R  

n
30 -3.82019 -0.041557 -0.0046839 0.4733528
35 -3.82024 -0.041556 -0.0046836 0.473353
30 -3.82019 -3.205546 -0.3612911 3.8076298
35 -3.82024 -3.205559 -0.3612828 3.8076453
30 -3.82019 -12.10455 -1.3642812 12.034585
35 -3.82024 -12.10473 -1.3642648 12.034737
30 -3.82019 -15.69298 -1.7687263 15.335425
35 -3.82024 -15.69327 -1.7687115 15.33567

1

10

100

1000

mGz m maS , mbS , Sh
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第五章 

結論與建議 

 

    本研究使用正交展開法(orthogonal expansion technique)、層疊法

(superposition method)及分離變數法(separation of variables)，來對非

對稱固定壁濃度質量交換器之無迴流及有迴流型態作分析，找出數學

模型和解析解之後，即可探討。這裡根據迴流裝置設置的不同可分為

五種類型，由第四章可以得到以下的結論： 

 

 

 

5.1  二行程無迴流模型 

(1) 隨著質傳格拉茲數的增加，出口無因次平均濃度下降，而平

均謝塢數增加，總體而言，二行程系統的質傳效果比單行程

系統還好。 

(2) 中間薄膜位置的改變也會影響質傳效率，當薄膜位置在

 0.25 的時候，出口無因次平均濃度及平均謝塢數最高，質

傳效率遠比在  0.5 和  0.75 時好。 

(3) 上下壁濃度差的比例( rC )的變化對質傳效率也有相當的影

響， rC 越大，出口無因次濃度越大，平均謝塢數也越高，其
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質傳效率也較好。 

(4) 當薄膜設計參數( )越小，孔隙度越小，通道內流體本身獲得

的質傳量越高，導致出口無因次濃度越大，平均謝塢數越高。 

 
 
 

5.2  管末端出口迴流模型 

(1) 隨著質傳格拉茲數的增加，出口無因次平均濃度下降，入口

無因次濃度減少，平均謝塢數隨之增加，質傳效率也增加。 

(2) 中間薄膜位置的改變也會影響質傳效率，當薄膜位置在

 0.25 的時候，出口及入口無因次平均濃度及平均謝塢數最

高，質傳效率比在  0.5 和  0.75 時好。 

(3) 上下壁濃度差的比例( rC )的變化對質傳效率也有相當的影

響， rC 越小，出口及入口無因次濃度較小，但平均謝塢數比

較大，質傳效果也比較好。 

(4) 此模型的迴流裝置雖對質傳有些許的正面影響，但限制過

大，所以用處不大。 

(5) 當薄膜設計參數( )越小，孔隙度越小，通道內流體本身獲得

的質傳量越高，導致出口無因次濃度及入口無因次濃度越

大，平均謝塢數也越大。 
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5.3  出口迴流至管末端模型 

(1) 隨著質傳格拉茲數的增加，出口無因次平均濃度下降，平均

謝塢數隨之增加，質傳效率也增加。 

(2) 中間薄膜位置的改變也會影響質傳效率，當薄膜位置在

 0.25 的時候，出口無因次平均濃度及平均謝塢數最高，質

傳效率遠比在  0.5 和  0.75 時好。 

(3) 上下壁濃度差的比例( rC )的變化對質傳效率也有相當的影

響， rC 越大，出口無因次濃度越大，平均謝塢數也比較高，

質傳效率相對高一些。 

(4) 迴流裝置對系統也有著不小的影響，當迴流比(R)越高的時

候，出口無因次濃度越大，平均謝塢數越大，質傳效率也比

較好。 

(5) 當薄膜設計參數( )越小，孔隙度越小，通道內流體本身獲得

的質傳量越高，導致出口無因次濃度越大，平均謝塢數也越

大。 
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5.4  管末端迴流至入口模型 

(1) 隨著質傳格拉茲數的增加，出口無因次平均濃度下降，平均

謝塢數隨之增加，質傳效率也增加。 

(2) 中間薄膜位置的改變也會影響質傳效率，當薄膜位置在

 0.25 的時候，出口無因次平均濃度及平均謝塢數最高，質

傳效率比在  0.5 和  0.75 時好一些。 

(3) 上下壁濃度差的比例( rC )的變化對質傳效率也有相當的影

響， rC 越大，出口無因次濃度越大，平均謝塢數也比較高，

質傳效率相對高一些。 

(4) 迴流裝置對系統也有著不小的影響，當迴流比(R)越小的時

候，出口無因次濃度越大，平均謝塢數越大，質傳效率也比

較好。 

(5) 當薄膜設計參數( )越小，孔隙度越小，通道內流體本身獲得

的質傳量越高，導致出口無因次濃度越大，平均謝塢數也越

大。 
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5.5  出口迴流至入口模型 

(1) 隨著質傳格拉茲數的增加，出口無因次平均濃度下降，入口

無因次濃度減少，平均謝塢數隨之增加，質傳效率也增加。 

(2) 中間薄膜位置的改變也會影響質傳效率，當薄膜位置在

 0.25 的時候，出口及入口無因次平均濃度及平均謝塢數最

高，質傳效率比在  0.5 和  0.75 時好。 

(3) 上下壁濃度差的比例( rC )的變化對質傳效率也有相當的影

響， rC 越大，出口及入口無因次濃度較大，平均謝塢數也較

大，質傳效果稍微好一點。 

(4) 迴流裝置對系統的影響不是很大，當迴流比(R)越大的時候，

出口無因次濃度只比迴流比小的高一點，平均謝塢數則是幾

乎沒變，質傳效率也沒什麼太大的改變。 

(5) 當薄膜設計參數( )越小，孔隙度越小，通道內流體本身獲得

的質傳量越高，導致出口無因次濃度及入口無因次濃度越

大，平均謝塢數也越大。 
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5.6  五種模型之比較 

    在前面幾個章節裡分別討論五種模型之後，我們可以根據薄膜位

置、薄膜滲透係數、迴流比等要素來得到以下的結論： 

(1) 隨著質傳格拉茲數的增加，出口無因次平均濃度下降，入口無

因次濃度減少，平均謝塢數隨之增加，質傳效率也增加。 

(2) 中間薄膜位置的改變也會影響質傳效率，當薄膜位置在

 0.25 的時候，出口及入口無因次平均濃度及平均謝塢數最

高，質傳效率比在  0.5 和  0.75 時好。 

(3) 上下壁濃度差的比例( rC )的變化對質傳效率也有相當的影

響，除了管末端出口迴流模型之外，其他模型在 rC 越大時，出

口及入口無因次濃度較大，平均謝塢數也較大，質傳效果也較

好，但出口迴流至入口模型的質傳效果普通；而管末端出口迴

流模型則是在 rC 越小，出口及入口無因次濃度較小，但平均謝

塢數比較大，質傳效果也比較好。 

(4) 迴流裝置對系統也有著不小的影響，除了管末端出口迴流模型

幾乎沒有用處和出口迴流至入口模型效果微乎其微之外，出口

迴流至管末端模型當迴流比(R)越高的時候，出口無因次濃度

越大，平均謝塢數越大，質傳效率也比較好，而管末端迴流至

入口模型則是在迴流比(R)越小的時候才有以上效果。 
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(5) 當薄膜設計參數( )越小，孔隙度越小，通道內流體本身獲得

的質傳量越高，導致出口無因次濃度及入口無因次濃度越大，

平均謝塢數也越大。 

由以上資訊可知，二行程系統的質傳效率皆比單行程系統來的高，其

中管末端迴流至入口模型及出口迴流至入口模型的質傳效率偏低，而

出口迴流至管末端模型的質傳效率是最好的，且它也最適合使用迴流

裝置來提升質傳效率。 
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5.7   未來研究方向 

從本研究所得到之問題及其數學模型之理論解，可對未來之研究

方向有幾點建議： 

(1) 以實驗證明理論。 

(2) 探討不忽略軸向擴散的問題，也就是擴展格拉茲問題。 

(3) 當物性常數不變，穩定狀態與層流流動，牛頓流體…等條

件不成立時，對系統之影響。 
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附錄(一) 

速度分佈 

 

    為了求出速度分佈，也就是式(3.0.10)，經由使用連續方程式及

shell balance 之後，可得到： 
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z
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xz

dx

dv
-

z

P
-

x
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
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                                   (A.1.1) 

積分之後可得： 
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)(- y
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                                       (A.1.2) 

經由轉換之後可知下面形式： 
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邊界條件為： 

0,0  za vx             (A.1.4) 

0,  za vWx            (A.1.5) 

將式(A.1.4)及式(A.1.5)代入式(A.1.3)即可得到： 
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由此可以知道： 
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當
2

W
xa


 時， maxmax 3
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同時我們也可以知道： 
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因此， 

      




















W

x
x

W

dz

dp
v a

az

2

2
 

        
 

  



















 2

22

12
6

W

x

W

xW

dz

dp aa


 






















2

6
W

x

W

x
v aa

avg         (A.1.10) 

 

假設
W

x

W

x a

a

a
a 

 ，  

 2666 aaavga vv    

 26 aaa      

 266 aaa                                        (A.1.11) 
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附錄(二) 

正交性質 

 

      0,

2

, 









amama,

m

aaa
mamama, FS

LDGz

W
FS       (A.2.1) 

      0,

2

, 









anana,

m

aaa
nanana, FS

LDGz

W
FS        (A.2.2) 

將(A.2.1) (A.2.2) nana FS ,, mama FS ,, 可得： 

         anaamaamaananama FFFFSS    ''

,,

''

,,,,   

      0,,,,

2









 amanamana

m

aaa
mn FFSS

LDGz

Wv           (A.2.3) 

將式(A.2.3)積分後可得： 

           aanaamaamaananama dFFFFSS  
1

0

''

,,

''

,,,,  

        0
1

0 ,,,,

2









  aanaamanama

m

aaa
mn dFFSS

LDGz

Wv    (A.2.4) 

 

其中          aanaamaamaananama dFFFFSS  
1

0

''

,,

''

,,,,

  vdu-uv 得知： 

可利用分部積分法

  

udv

         aanaamaamaananama dFFFFSS  
1

0

''

,,

''

,,,,  

    anamamananamanamamananama dFFFFSSFFFFSS  
1

0

'

,

'

,

'

,

'

,,,

1

0

'

,,

'

,,,,    

  1

0

'

,,

'

,,,, namamananama FFFFSS           (A.2.5) 
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式(A.2.5)代回式(A.2.4)可得： 

  

將

  1

0

'

,,

'

,,,, namamananama FFFFSS   

   
0

1

0 ,,,,

2









  anamanama

m

aaa
mn dFFSS

LDGz

vW       (A.2.6) 

同理， 

    1

0

'

,,

'

,,,, nbmbmbnbnbmb FFFFSS   

   
0

1

0 ,,,,

2









  bnbmbnbmb

m

bbb
mn dFFSS

LDGz

vW        (A.2.7) 

將(A.2.6) (A.2.7) 可知： 

  

 bW aW

  1

0

'

,,

'

,,,, namamananamab FFFFSSW   

  1

0

'

,,

'

,,,, nbmbmbnbnbmba FFFFSSW        

   
anamanama

m

aaa
mnb dFFSS

LDGz

vW
W   










1

0 ,,,,

2

         

   0
1

0 ,,,,

2









  bnbmbnbmb

m

bbb
mna dFFSS

LDGz

vW
W     (A.2.8) 

代入邊界條件 

                                       (A.2.9) 

                                      (A.2.10) 

                                      (A.2.11) 

                                      (A.2.12) 

 

   F ma, 00 

   F na, 00 

   F mb, 00 

   F nb, 00 
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可以得到： 

          1111 na,ma,ma,na,na,ma,b FF-FFSSW   

         01111  nb,mb,mb,nb,nb,mb,a FF-FFSSW         (A.2.13) 

由邊界條件(3.0.31)和(3.0.32)可將上式變為： 

  

 
















































 1

1
1

'

,

,

,

,

'

,,

,,

,, mb

ma

mb

b

a

na

a

nana

nbnb

namab F
S

S

W

W

S

W
FS

FS

SSW 


 

   

 
















































1

1
1

'

,

,

,

,

'

,,

,,

nb

na

nb

b

a

ma

a

mama

mbmb

F
S

S

W

W

S

W
FS

FS




 

        1111 '

,,

'

,,,, nbmbmbnbnbmba FFFFSSW   

     11
1 '

,,,

'

,,

, mbnbnb
a

nana

mba FFS
W
FS

SW



















  

     11
1 '

,.,

'

,,

, mbmbmb
a

mama

nba FFS
W
FS

SW



















  

        1111 '

,,

'

,,,, nbmbmbnbnbmba FFFFSSW   

       1111 ,,

'

,,,,

'

,, mamanbnbananambmba FSFSWFSFSW   
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       1111 '

,,,,

'

,,,, nbmbnbmbambnbnbmba FFSSWFFSSW   

             111111 ,,,,

'

,,,,,,

'

,, mbmbmamanbnbanbnbnanambmba FSFSFSWFSFSFSW 

       







































 a

mama

nbnba
a

nana

mbmba W
FS

FSW
W
FS

FSW
1

1
1

1
'

,,'

,,

'

,,'

,,  

       







































 a

mama

nanab
a

nana

mamab W
FS

FSW
W
FS

FSW
1

1
1

1
'

,,'

,,

'

,,'

,,  

0  

 

因此，式(A.2.8)可表示為 

     
bmbnbnbmb

m

bbb
mna dFFSS

LDGz

vW
W  ,,,,

1

0

2

 







  

   
0

1

0 ,,,,

2









  amananama

m

aaa
mnb dFFSS

LDGz

vW
W       (A.2.14) 

 mn -當 mn  - 時，消去  ， 

  
 

bmbnbnbmb

m

bbb
a dFFSS

LDGz

vW
W 

,,,,

1

0

2

 







 

 
0

1

0 ,,,,

2









  amananama

m

aaa
b dFFSS

LDGz

vW
W 

       (A.2.14) 

得証。 
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附錄(三) 

積分公式 

 
(1) 

        01
1

,,

1

0
,

2

mama

m

aama

m

aaa FFdF
LDGz

W 







 


 

證明： 

已知 

    ''

,,

2

,

2
''

,

1
0 ma

m

ma

m

aaa
ma

m

aaa
mma FF

LDGz

vW
F

LDGz

vW
F


 

















        (A.3.1) 

所以我們可以知道 

        01
11 '

,

'

,

1

0

''

,

1

0 ,

2

mama

m

aama

m

ama

m

aaa FFdFdF
LDGz

vW









 





   (A.3.2) 

得証。 

 
 
(2) 

               
m

ma

ma

m

ma

ma

m

ma

maama

m

aaa
F

F
F

F
F

FdF
LDGz

W



























1
1

0
0

1
1 ,

,

,

,

,

,

1

0

2

,

2

證明： 

我們已知 

      0,

2

2

,

2









 ama

m

aaa
m

a

ama F
LDGz

vW

d

Fd





     (A.3.3) 

      0,

2

2

,

2









 ana

m

aaa
n

a

ana F
LDGz

vW

d

Fd





      (A.3.4) 
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將式(A.3.3) 式(A.3.4)naF , maF ,  

 
0,,

2

2

,

2

, 







 mana

m

aaa
m

a

ma

na FF
LDGz

Wv

d

Fd
F




                    (A.3.5) 

 
0,,

2

2

,

2

, 







 mana

m

aaa
n

a

na

ma FF
LDGz

Wv

d

Fd
F




       (A.3.6) 

將    (A.3.6)-A.3.5

   
0,,

2

2

,

2

,2

,

2

, 







 mana

m

aaa
mn

a

na

ma

a

ma

na FF
LDGz

Wv

d

Fd
F

d

Fd
F




   (A.3.7) 

經過移項積分之後 

 
   



















1

0

1

0 2

,

2

,2

,

2

,,,

2 1
a

a

na

ma

a

ma

na

nm

amana

m

aaa d
d

Fd
F

d

Fd
FdFF

LDGz

Wv 



 

(A.3.8) 

其中 

2

,

2

,2

,

2

,

a

na

ma

a

ma

na d

Fd
F

d

Fd
F


  

2

,

2

,

,,

2

,

2

,

,,

a

na

ma

a

na

a

ma

a

ma

na

a

ma

a

na

d

Fd
F

d

dF

d

dF

d

Fd
F

d

dF

d

dF


  

   










a

ana

ma

a

ama

na

a d

dF
F

d

dF
F

d

d








,

,

,

,           (A.3.9) 

因此式(A.3.8)可再轉變成 

 
   



















1

0

1

0

,

,

,

,,,

2 1
a

a

na

ma

a

ma

na

anm

amana

m

aaa d
d

dF
F

d

dF
F

d

d
dFF

LDGz

Wv 



 

(A.3.10) 
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為了求得
    







1

0

2

,

2

ama

m

aaa F
LDGz

Wv 
，使 nm   並使用羅必達法則

(L’Hospital’s law) 
 

對左式取極限： 

   
ama

m

aaa
anama

m

aaa dF
LDGz

vW
dFF

LDGz

vW
nm


  



















1

0

2

,

2
1

0 ,,

2

lim        (A.3.11) 

對右式取極限： 

   











1

0

,

,

,

,

1
lim a

a

na

ma

a

ma

na

anm

d
d

dF
F

d

dF
F

d

d
nm




             (A.3.12) 

對 m 偏微分 

a

a

na

ma

a

ma

na

ma

d
d

dF
F

d

dF
F

d

d
nm


  























1

0

,

,

,

,1

1
lim  

 

















1

0

,'

,

'

,

,lim a

m

ma

na

m

ma

na

a

d
F

F
F

F
d

d
nm




 

    1

0

,'

,

'

,

, 
















m

ama

ma

m

ama

ma

F
F

F
F







 

               
m

ma

ma

m

ma

ma

m

ma

ma

m

ma

ma

F
F

F
F

F
F

F
F

 

















0
0

0
0

1
1

1
1 ,'

,

'

,

,

,'

,

'

,

,  

(A.3.13) 

其中 ，因此上式可變為下面形式 0, maF

           
m

ma

ma

m

ma

ma

m

ma

ma

F
F

F
F

F
F

 












1

1
0

0
1

1 ,'

,

,'

,

'

,

,     (A.3.14) 

 

得証。 
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附錄(四) 

單行程無迴流模型 

VV V

1C

2C

W





iC FC

(Constant wall concentration)

(Constant wall concentration)
 

 系統之質量分佈式為：

2

2

x

C
D

z

C






                                           (A.4.1) 

邊界條件為： 

，                                           (A.4.2) 0z iCC 

0x ，                                           (A.4.3) 1CC 

Wx  ，                                          (A.4.4) 

將變數做無因次群之分析，令 

2CC 

WB

V
v 0 ，

W

x
0 ，

LGz

z


m

，
DBL

VW
Gzm  ， 

i

i

CC

CC

-

-

1

0
0  ，

i

i

CC

CC





1

2               (A.4.5) 
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由(A.4.5)可得： 

無因次統制方程式： 

藉

     




















 ,, 0000

2

2

0

00

2

LDGz

vW

m

                      (A.4.6) 

無因次速度分佈： 

   2

00000 66   vv ， 10 0                           (A.4.7) 

邊界條件轉變為： 

  00,00              (A.4.8) 

  1,00               (A.4.9) 

   ,10             (A.4.10) 

 

利用層疊法將無因次濃度展開來表示： 

      ,,, 000000                             (A.4.11) 

接著便可以解齊性及非齊性的解。 

 

(1)齊性解： 

齊性統制方程式 

     




















 ,, 00

2

00

2

0

00

2

LDGz

Wv

m

                      (A.4.12) 
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邊界條件 

  00,00                 (A.4.13) 

  0,00              (A.4.14) 

  0,10              (A.4.15) 

將齊性解的解析解以分離變數法表示： 

     m
m

mm GFS ,00
0

,0,000 , 




        (A.4.16) 

將式(A.4.16)代入式(A.4.12)可得 

)
1

(

)(





 m
m Gz

m eG                                        (A.4.17) 

      00,0
00

2

0,0 







  m

m

m
m F

LDGz

W
F                       (A.4.18) 

邊界條件可轉變成： 

0)0(,0 mF                                               (A.4.19) 

0)1(,0 mF                                               (A.4.20) 

   0,-0, 0000                                         (A.4.21) 

代入統制方程式可得： 

      066 0,0

2

00,00,0   mmm FF                       (A.4.22) 

 0,0 mF 可化為無窮級數： 

  





0

00,0
n

n

mnm dF            (A.4.23) 

代入邊界條件(A.4.19)~ (A.4.21)可知： 
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00 md  

11 md  

02 md  

03 md  

 

 1

)(6 43




 

nn

dd
d mnmnm

mn


                               (A.4.24) 

 

 

(2)非齊性解： 

非齊性統制方程式 

 
0

2

0

00

2








                                          (A.4.25) 

邊界條件 

  1,00                                              (A.4.26) 

   ,10                                            (A.4.27) 

將式(A.4.25)積分為： 

2010 AA                                            (A.4.28) 

代入邊界條件(A.4.26)可得： 

12 A                                                  (A.4.29) 
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再代入邊界條件(A.4.27)得 

1-1 A                     (A.4.30) 

因此可知： 

  11- 00                                          (A.4.31) 

所以可了解濃度表示式為： 

        11-, 00
0

,0,000  




 m
m

mm GFS             (A.4.32) 

 
 
 

出口平均濃度： 
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