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一、中文摘要 
 
本文最主要的目的有兩個，第一，我們將利

用 Weibull 分配的前 n+1 個上記錄值（upper 
record value）來建立參數（δ,θ）的真正聯合
信賴區域（exact joint confidence region）並且定
義一個準則（如聯合信賴區域面積最小）來找出

一個最佳的（δ,θ）之真正聯合信賴區域。第
二，我們仍然利用此前 n+1個上記錄值並且提出
一些樞紐量（pivotal quantity）對其形狀參數
（shape parameter）做假設檢定和建立其信賴區
間。 
最後，我們也給幾個例子和做一些蒙地卡羅

模擬來評估這些樞紐量在給定信賴水準下，對形

狀參數所建立的信賴區間，那一個信賴區間的平

均區間長度較短；而也評估利用這些樞紐量在給

定的顯著水準下，對形狀參數做假設檢定，那一

個樞紐量提供的檢定統計量較為有效力。 
 
 
Abstract 
 
    This paper has two part: The first parts, we 
use the first n+1th upper record values of  the 
Weibull distribution to establish exact joint 
confidence regions of the parametersδandθ. 
Moreover ,we give a criterion(smallest area of 
confidence regions) to find the optimal exact 
joint confidence of andθ. The second part, we 
still use the first n+1th upper record values and 
provide some pivotal quantities to test and 
establish confidence interval of the shaper 
parameter. 
   Finally, we give some examples and the 
Monte Carlo simulation to assess the behaviors 
(including higher power and more shorter length 

of confidence interval) of these pivotal 
quantities for testing null hypotheses under 
given significance level α  and establishing 
confidence interval of the shape parameter under 
the confidence coefficient 1-α. 
 
Keywords: Weibull distribution; upper record 
values; Shape parameter; Confidence interval; 
confidence region ;Monte Carlo simulation; pivotal 
quantity; hypotheses testing. 
 
二、緣由與目的 
 

在現實的生活中，我們身邊經常發現記錄值

（record value），例如氣溫的變化、運動競賽成
績的預測、經濟學及壽命檢定的研究等等。過去

幾年，許多學者已經探討記錄值及其相關的研究

如機率、估計和分配的特徵值等等，但是在參數

的統計推論上卻少有著墨。近年來 Chen
（1997a,b,1998）對 Weibull 分配做關於右型 II
設限下參數的區間估計與假設檢定，因此，本文

延伸 Chen的概念，我們提出一些新的樞紐量來
探討參數之統計推論，包括了形狀參數與尺度參

數真正聯合信賴區域、形狀參數的信賴區間及假

設檢定。 
  令Y1, Y2,…, Yn,…為一組來自具有形狀參數
和尺度參數分別為δ與θ的Weibull分配之隨機
樣本序列，而 Xi的機率密度函數（pdf）與累積
分配函數（cdf）之型式分別為 
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其中 yi > 0，i = 1,2,…，而參數範圍為δ> 0與θ
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> 0。因此，若有另一組隨機樣本 Xi = ( )δθiY , i = 

1,2,…，則 Yi = δθ
1

iX ，i = 1,2,…。所以對(1.1)式做
變數變換，則我們可得到 Xi 之機率密度函數將

為 
g(x) ( )xexp −= ,  x > 0，    (1-3) 

即 X i 將會是來自於標準的指數分配（standard 
exponential distribution）（亦即，Weibull分配具
有參數θ= 1和δ= 1）的隨機變數。此外，因為
Xi = ( )δθiY 是隨著 Yi遞增而嚴格遞增的函數，所

以，若 YU(1)< YU(2) <…<YU(n) 為來自Weibull分配
具有形狀參數和尺度參數θ和δ之前 n 個上記
錄值隨機樣本。其中， ( )nU 為顯示第 n 個上記
錄 值 )(nUY 發 生 的 記 錄 時 間 ， 且

U(n)=min{i|i>U(n-1),Yi>YU(n-1)} ， n ≧ 2 ， 和
( )1U 1= 。 令 ( )iUX = δθ)( )(iUY ， 則

XU(1)<XU(2)<…<XU(n)將會是來自於標準指數分配

相對應的前 n個上記錄值。 
在此，我們所考慮的樣本型態是上記錄值

樣本。因此，我們的樣本假設是針對來自Weibull
分配具有參數θ和δ的一組樣本大小為 n 的上
記錄樣本其為 YU(1)< YU(2) <…<YU(n)，其中

U(n)=min{i|i>U(n-1),Yi>YU(n-1)} ， n ≧ 2 ， 和
( )1U 1= 。假設定義隨機變數 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) i

inYY

iU

)i(U)n(U
i δ

δδ

ξ
Y

−−
= ，i=1,2,..,n-1  (1-4) 

和 
( )δθη )(2 nUY= 。                       (1-5) 

因為Weibull分配的上記錄值 YU(n)，可以透過變

數變換的程序，即 ( )iUX = δθ)( )(iUY ，得到標準

指數分配的上記錄值，則我們可以證得 iξ , 
i=1,2,…n-1，和η 彼此互相獨立，且 iξ 具有 F分
配，自由度為(2(n-i),2i)和η具有卡方分配，自由
度為 2(n)。因此，我們可以利用 iξ 及η來建立參
數（δ ,θ）的真正聯合信賴區域，即
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（1-7） 
為參數δ與θ之 100(1-α) ﹪的聯合信賴區域，
i=1,2,…,n-1。 

再者，Weibull 分配所對應的失敗率函數
（failure rate function）為 

( )
1δ

θ
x

θ
δxh

−














=  ,          (1-8)

同樣地，xi > 0，i = 1,2,…,n，而參數範圍為δ> 0
與θ> 0。當δ> 1時，h(x)是 x的遞增函數；當

δ= 1時，h(x) = 






θ
1 （為常數）；當δ< 1時，

h(x)是 x的遞減函數。而且δ＝1和δ＝2時，韋
伯分配其實是指數分配和 Rayleigh分配。所以，
形狀參數δ是決定韋伯分配形狀很重要的依

據。因此，我們只針對會影響失敗率函數形狀的

形狀參數δ做統計推論。可以利用(1-4)式為樞紐
量（pivotal quantity）對形狀參數δ來做假設檢
定與建立信賴區間。另外，定義 
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( )[ ] nn

j U(j)

n

i U(i)

Y

Y
n
1

δ

δ

∏

∑

=

=

1

1 ,        (1-9) 

我們可以證明(1-9)的分配是和（δ,θ）並無相
關。因此，它也對δ可以提供一個樞紐量，讓 W
α(n)表示 W(δ;n)的分配之上α臨界值（upperα
critical value），則對任意 0 <α< 1 

( ) ( ) ( )( ) αδ αα −=<<− 1; 221 nWnWnWP 。 
  假設YU(1)< YU(2) <…<YU(n)如上面定義為來自

Weibull 分配具有形狀參數和尺度參數分別為θ
和δ的一組大小為 n的上記錄值樣本。而且讓 W 
(δ;n)和 Wα(n)如前定義。則對假設檢定 

H0:δ=δ0    vs.  Ha:δ≠δ0 

的決策原則為假如W(δ0;n)> Wα/2(n)或W(δ0;n)< W1-α/2 (n)，
則拒絕H0:δ=δ0。 
  因為W (δ;n)的分配不易求得，所以可以藉
著蒙地卡羅（Monte Carlo）模擬求得其百分位數
（ percentile）。其中樞紐量的分配與形狀參數δ
無關，所以，我們將樞紐量中未知的參數以δ= 1
和θ=1代入，在此我們重覆的次數為 60萬次，
可以得到樞紐量 W (δ;n)的上α臨界值。 

進一步，我們也證明對任意 t > 1，方程式 
W (δ;n) = t。          （1-10） 
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在δ> 0時，有一個δ的唯一解。因此，我們可
以利用上面定義的前 n 個上記錄值樣本 YU(1) 
<YU(2) <…<YU(n)，則我們可以建立形狀參數δ的

100(1-α)﹪雙尾信賴區間（ W
L

δ , W
U

δ ），其中 W
L

δ 和

W
U

δ 分別是方程式 

W ( W
Lδ ;n) ＝ W1-α/2(n)，    （1-11） 

和 
W ( W

Uδ ;n) ＝ Wα/2(n)，     （1-12）
中δ的唯一解。 

同樣地，我們也證得對任意 t >0，下列方程
式 

( )jn,;δξ = jξ =t，        (1-13） 
其中 j=1,2,…n-1。在δ> 0時，皆有一個δ的唯
一解。我們可以建立形狀參數δ的 100(1-α)﹪
雙尾信賴區間（ j

L
δ , j

U
δ ），其中 
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j=1,2,…n-1。 
 
  我們將模擬分成兩個部份，第一部分為在給

定信賴係數為 1-α=0.95之下，針對不同的參數
值、樣本數，只模擬出參數δ的信賴區間之信賴

係數的估計值，求出其樣本均方差(smse)、平均
數（mean）與標準差（sd），以及參數δ的信賴
區間之平均長度，並與 1-α來比較。 

我們考慮了當參數(δ,θ)=(0.5,1)、(1,1)、
(2,1)、(0.5,2)、(1,2)及(2,2)。在每一種情形下模
擬之信賴係數 1-α的估計平均值很接近 1-α的
真實值，而且標準差之值都小到小數點兩位以

下，樣本均方差的值也小到小數點四位以下。在

區間估計長度的比較上，當記錄值的樣本為 n
時，樞紐量 kξ 所產生的區間估計之平均長度較

短及，其中 =k [ 5
n ]或[ 5

n ]+1。（[]代表高斯符

號）（詳細內容參見黃欣盈之碩士論文）。 
接著，在給定信賴係數為 1-α=0.95之下，

針對不同的參數值、樣本數，只模擬出參數(δ,
θ)的聯合信賴區間之信賴係數的估計值，求出
其樣本均方差(smse)、平均數（mean）與標準差
（sd），以及參數(δ,θ)聯合信賴區域之平均面
積，並與 1-α來比較。考慮了當參數 (δ ,
θ)=(0.5,1)、(1,1)、(2,1)、(0.5,2)、(1,2)及(2,2)。
在每一種情形下模擬之信賴係數 1-α的估計平
均值很接近 1-α的真實值，而且標準差之值都小
到小數點兩位以下，樣本均方差的值也小到小數

點四位以下。在區間估計長度的比較上，當記錄

值的樣本 n 時，樞紐量 kξ 所產生的聯合信賴區

域面積之平均較小，其中 =k [ 5
n ]或[ 5

n ]+1（[]

代表高斯符號）。（詳細內容參見黃欣盈之碩士論

文）。 
第二部分為利用(1-4)式與(1-9)式所提到的

樞紐量來檢定 H0:δ=1 vs. Ha:δ≠1，並且利用蒙
地卡羅模擬的方式來比較各個樞紐量的檢定

力。在給定顯著水準α= 0.1、尺度參數θ= 1及
形狀參數δ分別為 0.2、0.4、0.6、0.8，1、1.2、
1.4、1.6、1.8、3、4之下，我們可以發現不論在
哪一個樣本數下， ( )nW ;δ 的檢定力高於其他樞紐

量的檢定力。（詳細內容參見曾小喬之碩士論

文）。 
進一步，在各個樞紐量在δ= 1和θ= 1及

不同之記錄值之樣本數的組合之下，建立形狀參

數δ之 90%信賴區間之平均區間長度。我們可以
發現，當 n =2至 30時，皆是 ( )nW ;δ 的信賴區間

平均長度最短。（詳細內容參見曾小喬之碩士論

文）。 
最後，我們將舉出兩個數值實例來說明（δ,

θ）的真正聯合信賴區域及參數δ的假設檢定如

何的應用。其中，例子1針對Roberts(1979) 在
加州長海灘收集到二氧化硫濃度的資料來說明

（δ,θ）的真正聯合信賴區域。例子2是以模
擬資料為例，說明參數δ的信賴區間及假設檢

定。 

 

例子1： 

學者 Roberts(1979) 從 1956年至 1974年，
每年十月觀察一次，在加州長海灘收集到二氧化
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硫濃度的上記錄值樣本，分別為以下四筆資料

26，27，40，41。而且學者 Roberts假設這四筆
資料是來自Weibull分配的隨機變數，因此我們
利用這些資料來說明形狀參數δ的信賴區間及

參數(δ,θ)的 1-α聯合信賴區域。我們利用
(1-6)、（1-7）、（1-14）及（1-15）式可以去求得
參數δ的 95﹪信賴區間上界及下界分別為
（0.1616,2.2329）、（0.10087,2.76172）及
（0.062443,3.09727）與參數(δ,θ)的 90﹪聯合
信賴區域為分別 0.582599<δ<11.995501，

θθ
θ

11

2
7670.141

2
4433.1941

−−







×<<






× ；

0.271934<δ<6.490455，

θθ
θ

11

2
7670.141

2
4433.1941

−−







×<<






× 及 

0.172424<δ<58.98228，

θθ
θ

11

2
7670.141

2
4433.1941

−−







×<<






× 。 

 
例子2： 

考慮來自於具有韋伯分配且參數δ=1，θ=1之

觀測值，資料如下： 

1.54941, 1.00276, 0.06714, 0.35120, 0.71134, 
2.53331, 3.86274, 0.11499, 0.91678, 0.70955, 
0.23940, 4.73105, 1.65966, 2.26610, 1.29632, 
0.15224。 
我們可以得到樣本數為 4 的上記錄值樣本如下: 
1.54941, 2.53331, 3.86274, 4.73105。 
因此，在顯著水準α=0.1之下，檢定 H0 :δ=1 vs. 
Ha:δ≠1，並且將所得到的 4個上記錄值樣本及
δ=1，代入（1-4）式與（1-9）式中，可求得 4
個樞紐量的值： 
W(δ;4)=1.07264、ξ(δ;4,1)=0.55038、 
ξ(δ;4,2)=0.62148、ξ(δ;4,3)=0.29001 
再由附錄表一及F值表所查得各樞紐量的下界

及上界分別如下： 

W0.95(4)=1.01614，W0.05(4)=2.22111； 
)95.0(

2,6F =0.19443，)05.0(
2,6F =19.32953； 

)95.0(
4,4F =0.15654，

)05.0(
4,4F =6.38823； 

)95.0(
6,2F =0.05173，)05.0(

6,2F =5.14325。 

因此，由於這4個樞紐量的值，皆落於接受域

中，因此我們不能拒絕虛無假設 H0 :δ=1。 

我們也可利用上述的 4個上記錄值與此節
的估計方法來建立形狀參數δ的區間估計。假設
我們信賴係數 1-α為 0.9，則可得形狀參數δ之
90﹪的雙尾信賴區間而求解過程如下： 
首先利用之前所查得 4個樞紐量的下界與

上界，代入（1-11）式至（1-12）式及（1-14）
式至（1-15）式，可得到下列的方程式： 

W( W
Lδ ;4)＝W0.95(4) 

和 

W( W
Uδ ;4) ＝W0.05(4) 

及 
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其中，j=1,2,3。其次，我們可利用這 4個樞紐量
W(δ;4)、ξ(δ;4,1)、ξ(δ;4,2)和ξ(δ;4,3)求得參數
δ之 90﹪信賴區間的下界和上界分別為
（0.42360, 3.49606）、（0.41164, 3.65264）、
（0.23283, 3.20177）及（0.84321, 4.92467）。 
 
三、結果與討論 
 

在前述的探討中，我們提出了針對 Weibull 
分配在上記錄值樣本下建立參數（δ,θ）的真
正聯合信賴區域、形狀參數的統計檢定及賴區間

估計式。而從電腦模擬及數值實例中，我們可歸

納出下列結果： 
對Weibull分配而言，本文所提出的區間估

計方法可適用於各種情況，不論樣本數的大小或

是 j如何變動，我們提出的方法都具有良好的準
確度與精確度。在檢定力的部分，當上記錄值的

樣本數 n =2時，任何一個樞紐量的檢定力都偏
低。總體來說，樞紐量 ( )jn,;δξ 的檢定力都是較

低，而 ( )nW ;δ 的檢定力高於其他樞紐量的檢定

力。在參數(δ,θ)的聯合信賴區域的部分，我們
可以發現，較小的聯合信賴區域面積之平均較會
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隨著樣本數大小改變。在信賴區間得部分，當 n 
=2至 30時，皆是 ( )nW ;δ 的信賴區間平均長度最

短。 
 

四、計劃成果自評 
 

就整體來說，在聯合信賴區域估計方面，

我們所提出的方法都適用Weibull分配。在檢定
力比較方面，我們提出檢定統計量中，不論在哪

一個樣本數下， ( )nW ;δ 的檢定力高於其他樞紐量

的檢定力；而在其信賴區間之平均區間長度的比

較方面，皆是 ( )nW ;δ 的信賴區間平均長度最短。 
 
五、附錄 
表一 對具有韋伯分配在上記錄值下 ， ( )nW ;δ 樞紐

量之百分位數表 

( ) ( ){ } αδ α −=≤ 1; nWnWP  
  α 

n 0.99500  0.99000  0.97500  0.95000  0.90000 
2  1.00000  1.00001  1.00008  1.00033  1.00139 
3  1.00049  1.00102  1.00272  1.00587  1.01325 
4  1.00270  1.00451  1.00916  1.01614  1.02973 
5  1.00645  1.00974  1.01730  1.02755  1.04576 
6  1.01115  1.01585  1.02596  1.03884  1.06034 
7  1.01631  1.02227  1.03450  1.04952  1.07351 
8  1.02173  1.02875  1.04271  1.05925  1.08507
9  1.02709  1.03502  1.05049  1.06827  1.09540 
10  1.03248  1.04125  1.05799  1.07673  1.10476 
11  1.03759  1.04709  1.06475  1.08435  1.11322 
12  1.04273  1.05275  1.07124  1.09146  1.12086 
13  1.04759  1.05828  1.07741  1.09820  1.12792 
14  1.05225  1.06331  1.08314  1.10428  1.13433 
15  1.05679  1.06815  1.08843  1.10989  1.14014 
16  1.06120  1.07290  1.09354  1.11530  1.14571 
17  1.06534  1.07730  1.09825  1.12021  1.15064 
18  1.06945  1.08170  1.10298  1.12501  1.15544 
19  1.07321  1.08569  1.10726  1.12940  1.15978 
20  1.07697  1.08965  1.11145  1.13377  1.16403 
21  1.08067  1.09333  1.11529  1.13762  1.16788 
22  1.08393  1.09684  1.11887  1.14131  1.17152 
23  1.08725  1.10023  1.12242  1.14479  1.17492 
24  1.09045  1.10363  1.12587  1.14827  1.17824 
25  1.09354  1.10687  1.12907  1.15146  1.18130 
26  1.09660  1.10980  1.13227  1.15458  1.18425 
27  1.09936  1.11272  1.13523  1.15752  1.18703 
28  1.10200  1.11555  1.13808  1.16024  1.18965 
29  1.10482  1.11832  1.14082  1.16297  1.19221 
30  1.10752  1.12099  1.14352  1.16568  1.19468 

 
 

 
表一(續) 
  α 

n 0.10000 0.05000 0.02500  0.01000  0.00500 
2 1.73706 2.34346 3.23334  5.02610  7.09852 
3 1.84062 2.32646 2.95591  4.07378  5.18567 
4 1.83123 2.22111 2.69333  3.47652  4.20730 
5 1.80521 2.13021 2.50941  3.10440  3.64019 
6 1.77725 2.05672 2.37274  2.85611  3.28060 
7 1.75334 1.99938 2.27101  2.67933  3.03019 
8 1.73106 1.95258 2.19278  2.54660  2.84574 
9 1.71228 1.91359 2.12977  2.44224  2.70379 

10 1.69537 1.88072 2.07608  2.35701  2.58655 
11 1.68051 1.85185 2.03202  2.28639  2.49217 
12 1.66732 1.82735 1.99425  2.22716  2.41819 
13 1.65631 1.80690 1.96216  2.17895  2.35070 
14 1.64549 1.78759 1.93385  2.13491  2.29749 
15 1.63609 1.77132 1.90832  2.09741  2.24647 
16 1.62720 1.75580 1.88602  2.06281  2.20314 
17 1.61882 1.74166 1.86589  2.03347  2.16608 
18 1.61167 1.72928 1.84786  2.00762  2.13239 
19 1.60489 1.71836 1.83176  1.98460  2.10299 
20 1.59883 1.70814 1.81735  1.96354  2.07594 
21 1.59289 1.69809 1.80265  1.94175  2.04957 
22 1.58753 1.68902 1.78975  1.92395  2.02644 
23 1.58224 1.68073 1.77836  1.90818  2.00659 
24 1.57747 1.67306 1.76698  1.89100  1.98596 
25 1.57279 1.66571 1.75661  1.87704  1.96883 
26 1.56898 1.65908 1.74734  1.86374  1.95254 
27 1.56452 1.65237 1.73805  1.85118  1.93709 
28 1.56084 1.64645 1.72984  1.83971  1.92201 
29 1.55726 1.64079 1.72170  1.82848  1.90791 
30 1.55372 1.63515 1.71421  1.81802  1.89635 
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