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中文摘要 
 
    令 )(rS 是一個周長為 r 的圓。圖G 的圓連續選擇數 (circular consecutive choosability) 

是指最小的實數 t使得對任意的 ))(Gchcc (Gr cχ≥ ，假如每個點v被賦予一個長度為 t 閉區

間在 )(rS 上，存在一個圖G 的圓 r -著色 f 使得 )()( vLvf ∈ 。我們研究一個圖在選擇數和

圓選擇數之間的關係。對任意個 k ，如果一個圖是 k -可選擇的( k -choosable)，則

；更近一步來說，當kkGchcc /11)( −+< 3≥k 的時候，這個界是最好的了。當 2=k 時，如

果G是 2-可選擇的(2-choosable)則 2)( ≤Gccch ，且等式成立當且且當G包含一個圈(cycle)。 

再者，我們證明存在有圓連續 2-可選擇(circular consecutive 2-choosable)的圖不是 2-可選擇

的。特別的，也證明了對任意的圈和 當 ，這些圖會滿足 。另一方面，

我們也證明了對很多廣義的

nK ,2 2≥n 2)( =Gchcc

θ 圖(theta graphs) 是成立的。 2)( >Gchcc

 
關鍵詞 : 圓著色 (circular coloring) ，圓著色數 (circular chromatic number) ，選擇數

(choosability) ，圓選擇數 (circular choosability) ，圓連續選擇數 (circular consecutive 
choosability)。 

 

Abstract 
 
Let )(rS  denote a circle of circumference r .  The circular consecutive choosability 

 of a graph  is the least real number )(Gchcc G t  such that for any )(Gr cχ≥ , if each vertex v  
is assigned a closed interval )()( vLvf ∈  of length  on t )(rS , then there is a circular 
r -colouring f  of  such that G )()( vLvf ∈ .  We investigate, for a graph, the relations 
between its circular consecutive choosability and choosibility. It is proved that for any positive 

integer k , if a graph  is G k -choosable, then kkGcc (ch /11) + −< ; moreover,  the bound is 

sharp for 3≥k .  For 2=k , it is proved that if  is 2-choosable then , while the 

equality holds if and only if  contains a cycle. In addition, we prove that there exist  circular 
consecutive 2-choosable graphs which are not 2-choosable. In 

G 2)( ≤Gchcc

G

particular, it is shown that  holds for all cycles and for  with .  On the 

other hand, we prove that  holds for many generalized theta graphs. 

2)( =Gchcc nK ,2 2≥n

2)( >Gchcc

 
Key word: circular coloring, circular chromatic number, choosability, circular choosability, 
circular consecutive choosability.  
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報告內容: 
 

(一) 前言 

 

令 )(rS 是一個周長為 r 的圓。令 )(, rSba ∈ ， 和 在a b )(rS 上的距離定義為 

。在一個圖|}||,min{||| barbaba r −−−=− G 上的圓 r 著色(circular r -colouring)

是 一 個 映 射 (mapping) )()(: rSGVf → 使 得 對 於 G 的 每 個 邊 xy 滿 足

。圖1|)()(| ≥− ryfxf G 的圓著色數(circular chromatic number) )(Gcχ 就是最小的 r

使得G 有一個圓 r 著色。對任意的圖G ， ⎡ ⎤)()( GG cχχ = 是已知的，所以對於圖G 的圓

著色數是該圖著色數(chromatic number)的一個更精細化的值。圓著色在過去 20 年來的文

獻已被廣泛的研究[26,27]。但是仍然有很多有趣而且未知的問題。這的計畫主要是針對這

些圓著色的問題進行更進一步的研究。 

在 1980 年，Erdős, Rubin 和 Taylor[2]介紹了有關圖的選擇數(Choosibility) 

)(Gch 的概念，至今已被廣泛的研究。圖G 的圓連續選擇數 (circular consecutive 

choosability) 是指最小的實數 t使得對任意的)(Gchcc )(Gr cχ≥ ，假如每個點v被賦予

一個長度為 t 閉區間在 )(rS 上，存在一個圖G 的圓 r 著色 f 使得 )()( vLvf ∈ 。如同著色

數χ和圓著色數 cχ 的關係。圓連續選擇數是選擇數的一種變形。在[7]裡面，對於完全圖、

樹、偶圈(even cycles)以及平衡完全二部圖(balanced complete bipartite graphs)的

圓連續選擇數 都已經被計算出來了；以及一些其他圖的圓連續選擇數 的

上界。在[8]，圖的選擇數

)(Gchcc )(Gchcc

)(Gch 和圖的圓連續選擇數 的關係也被研究了。但是

仍然有很多公開的問題。本計畫也會試著在這些問題上著手。 

)(Gchcc

 

(二) 研究目的、文獻探討 

 

對於選擇數的問題，一直以來都是很困難的問題，在[3,9,10,15,17,21,23,26]都有被

討論到。然而，它也有很多其他的變形。最初的圓選擇數(circular choosability)本來是

我們比較想做的推廣，但是發現這樣的推廣比原來的選擇數還複雜很多，而且這也被證明

了[7]和選擇數的關係不像著色數和圓著色數這樣密切。所以我們進而討論圓連續選擇數的

問題，發現這樣的定義和選擇數的關係比較密切。同時我們也證明了[8]一些它們之間的關

係。所以對於圓連續選擇數在其他以知選擇數的圖的研究，就變得更有意義。在這方面也

有很多題材可以加以研究。 

對選擇數來說，和它相關的一些變形的課題在過去的文獻中已經被討論很多。其中一

個由 Waters 介紹的問題，討論有關連續的選擇數，這是給每個點的列表(list)是一個連續

的整數集合。另外的變形，稱為圓選擇數，這是由圖的圓著色推廣過來的。不過在定義上， 
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圓選擇數在每個點的列表上的限制並不嚴格。一般而言，一個圖的圓選擇數會比它的選擇

數-1 還大。但是另一方面，林文菘、楊大慶、楊宗穎和朱緒鼎在[10]証明了存在有圖形，

其圓選擇數差不多是選擇數的兩倍大。直觀來說，我們會覺得選擇數是著色的推廣，而同

樣的圓選擇數是圓著色數的推廣。既然圓著色數是著色數的精細化的表現，我們會期待選

擇數和圓選擇數也有相同的關係。所以這個結果顯示著這樣的推廣方式似乎比較沒有那麼

讓人滿意。所以在這裡我們討論圖的圓連續選擇數，名義上雖然說是由連續選擇數推廣過

來的，但是實際上，圓連續選擇數和連續選擇數再意義上來是有些不一樣的。在結果上來

說，這兩者目前也沒有很直接的關係，但是如果只是討論選擇數和圓連續選擇數，則有比

較好的關係。在我們的研究中，我們證明了 kkGchcc /11)( −+< ，如果G是 k-可選擇的。由

這個關係可以看出，圓的連續選擇數範圍不會離選擇數太遠，某個意義來說，這兩個數的

關係比圓選擇數和選擇數的關係來的密切許多。或許我們在討論有關圓選擇數的時候 

漏掉了什麼條件，才能讓圓選擇數是選擇數的關係如同圓著色數是著色數的關係一樣。如

果能夠找到這個條件，那很多在圓著色數和著色數的關係的結果，都可以用在圓選擇數和

選擇數的關係。所以連續的選擇數，提供了一些方向，在每個點的列表的條件上，或許有

些應該是要連續，或者長度應該要有一定的條件。這些都是很好的研究方向。 

另外，我們知道平面圖(planar graphs)和外平面圖(outplanar graphs)的著色一直以

來都是很重要的課題。平面圖的選擇數一直以來也都是熱門的討論問題，而且也已經有很

多基本的結果。在圓選擇數方面在[2,4,8]中也討論很多平面圖和圍長(girth)有關的一些

上界的結果。既然我們知道平面圖的選擇數小於等餘 5，而外平面圖的選擇數小於等餘 3， 

而且在[10]也証明了平面圖的圓連續選擇數的上界是 5.8，而外平面圖的圓連續選擇數的

上界是 11/3。這裡我門也試著往下界的方向去著手。 

 

(三) 研究方法 
1. 就當前的問題，先收集國內外相關研究的文章進行研讀並學習其方法，並主動與其

他作者聯繫並討論。 
2. 參與研討會，藉此了解其他學者目前研究，是否與本計畫有相關研究，可以增加合

作的機會。並且也可以增加可以研究的方向。 
3. 藉由指導學生，也可增加計畫研究的靈活度，讓計畫有多方面的發展。 
4. 透過教學及討論，可透過其他學科的相關知識來輔助本計畫的執行。 

 
 (四) 結果與討論 

有關於圓連續選擇數方面，我們證明了對任意的整數 k ，如果圖G 是 k 可選擇的

(k -choosable)，則 kkGchcc /11)( −+≤ ；此外，當 3≥k 的時候這個界是最好的。這證

明了圓連續選擇數對於選擇數和圓選擇數在每個點的列表的條件中，加上連續是有意義

的。然而，當 2=k 的時候，2-可選擇的的圖形早就被討論過而且有好的刻畫。Erdős, Rubin 
和 Taylor 在[2]中刻畫了 2-可選擇的圖形是，在刪掉一些度數為一的點之後，剩下的圖如

果是一個點、一個圈或是一個θ 圖的時候就是 2-可選擇的。所以這裡我們證明了θ 圖是 2-

圓連續可選擇的，這也證明了如果圖G 是 2-可選擇的(2-choosable)，則 ，當

等式成立的時候等價於圖

2)( ≤Gchcc

G 包含一個圈(cycle)。更進一步的，我們證明了存在一些圓連續 
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2-可選擇(circular consecutive 2-choosable )的圖但不是 2-可選擇的。特別地，我們

還證明了對所有的圈和 當 ,nK ,2 2≥n 2)( =Gchcc 是成立的。另一方面，我們也證明了對

很多廣義的θ 圖(theta graphs) 是成立的。但是如同前面說的，圓連續選擇數

和選擇數的關係還是有些不明確，像奇數圈(odd cycle)的選擇數是 3，但是圓連續選擇數

卻是 2。所以我們也一直想探討還有那些圖，其圓連續選擇數為 2。然而，也有一些圖是圓

連續選擇數大過選擇數。所以刻畫出選擇數和理想中的圓選擇數(非現在定義的圓選擇

數)，是我們現在努力的目標。 

2)( >Gchcc

前面提到在[10]証明了平面圖的圓連續選擇數的上界是 5.8，而外平面圖的圓連續選

擇數的上界是 11/3。這裡我們證明了一些下界的結果，如果Q 是指所有的外平面圖

(outplanar graphs)的集合，而P是只所有平面圖(planar graphs)的集合。我們說Q (或P )的圓

連續選擇數是指所有 (或Q P )裡面的圖中，圓連續選擇數最大的那個值。這裡證明了P的

圓連續選擇數會大於等於 4.7，也就是說P的圓連續選擇數會介於 4.7 到 5.8 之間。而 的

圓連續選擇數的下界是 11/3，也就是說Q 的圓連續選擇數會等於 11/3。 

Q
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計畫成果自評: 
    本次計畫的成果的內容都是原先預計的結果，基本上都有達到預計的成果。不過對於

其他新的問題還沒有什麼特別的成果，不過在這方面還是有很多問題可以繼續研究。另外，

相關的結果都已經寫成文章，且也已經投到期刊審查，雖然可能需要一些時間才會刊出，

但是相信其結果一定是會受到肯定的。 
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