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論文名稱：迴流效應於管壁正弦熱通量               頁數: 191 

之逆流型套管熱交換器的研究 
校系(所)組別：淡江大學 化學工程與材料工程 學系(研究所)  A 組

 
畢業時間及提要別： 94 學年度第 2 學期 碩士學位論文提要 
 
研究生： 楊贄銘          指導教授： 何啟東 博士 
 
論文提要內容： 
 

本研究是設計圓形管加裝一可忽略熱阻之隔板，使之成為一組外

管壁熱通量為正弦函數且具有迴流裝置之逆流型套管熱交換器，此系

統所推導出的數學模型將產生一組共軛偏微分方程式，是屬於共軛格

拉茲問題(conjugated Graetz problem)，本研究以近似解(approximation 

method)並利用弗賓納斯法(Frobenius method)來求解，可獲得其管內

溫度分佈及納塞數(Nusselt number)，並探討迴流效應對雙套管間的熱

傳效率之影響，再將其結果與單行程無隔板系統其熱量傳送作比較，

以驗証二行程系統的熱傳效率提升。 

預混效應及流體流速是影響二行程熱傳效率的兩個因素，本研究

討論兩者對系統的影響。結果顯示，本系統在格拉茲數大時，其效率

提昇率有明顯改善，而不同的隔板位置對系統之間的效率亦有顯著影

響。同時在本文中，迴流系統因隔板裝置及不同的迴流比值而增加的

能源消耗率也將與單行程系統作比較，以探討雙套管之加熱系統在低

能源消耗率時，熱傳效率改善之最佳操作設計。 
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Abstract : 
 

The new device of double-pass concentric-tube heat exchangers with sinusoidal 
wall fluxes and external recycle has been developed theoretically in the present study. 
The approximation solutions to the resultant mathematical formulations for such 
conjugated Graetz problems were achieved by using the orthogonal principle and 
Frobenius method. The theoretical results of the temperature distribution and heat 
transfer efficiency are represented graphically and compared with those in single-pass 
devices (without an inner tube inserted) of the same working dimensions.  The 
results show that introducing recycle operation can enhance the heat-transfer 
efficiency in designing double-pass concentric-tube heat exchangers with sinusoidal 
wall heat fluxes. The influences of the inner tube location and Graetz number on the 
heat-transfer enhancement and power consumption increment have also been 
discussed. 
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第一章 

緒論 

1.1  前言  

在化工分離程序上，流體的流動是重要的輸送方式之一，因此在

化學工程中的設計與操作中，伴隨流體流動所產生之動量傳送、熱量

傳送和質量傳送的問題，則成為一門值得研究的課題，如何能在設計

與操作流體輸送中使其達到最大效益，則將是化學工程師的所需面對

的課題。 

本研究主要探討迴流效應對於整個熱傳系統之影響。在許多化工

操作流程中加入迴流能提昇系統的熱傳或質傳之效率，但在探討動量

傳送、熱量傳送或質量傳送之聯立問題時，若再加入迴流效應，則在

理論模式的建立及解析解的獲得就變成不容易。本文中將探討化工設

計中常用的圓形管加裝一可忽略熱阻之隔板，且施加一熱流於管壁

上，使管壁保持熱通量為正弦函數之逆流型套管熱交換器。此系統之

數學模型屬於共軛格拉茲問題(conjugated Graetz problems)，為了求得

其解析解，將利用弗賓納斯法(Frobenius method)求得管壁熱通量保持

為正弦函數下，管內流體的溫度分佈，並在系統中加入不同的迴流型

式以探討迴流比值大小與改變隔板位置等參數對於管壁溫度及熱傳

效率的影響，並與單行程無迴流的系統做比較。 
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1.2  迴流效應對系統的影響  

迴流的裝置在許多的化工程序中對操作方面有著明顯且重要的

影響，加入迴流裝置除了可提高熱傳或質傳效能，亦可使溫度或濃度

均勻，並能有效地提高加熱及分離效率，例如空氣上揚反應器[1-6]及

環狀反應器[7-13]中加入迴流可提升加熱及分離的效率。 

早 期 研 究 對 於 流 體 輸 送 所 衍 生 的 格 拉 茲 問 題 (Graetz 

problem)[14-15]、共軛格拉茲問題(conjugated Graetz problem)[16-18]及擴展

格拉茲問題(extended Graetz program)通常以數值方法或以解析解方

法來解決這類系統的問題，但大多數學者的研究僅針對不具迴流裝置

的格拉茲系統問題做討論，Yeh 及 Tsai[19-20]提出在共軛格拉茲系統中

加入迴流裝置以提升並改善分離效率，並引入正交展開方法

(orthogonal expansion method)[21]求解特徵函數。之後，Ho[22-23]等也針

對迴流效應提出平板型熱交換器及質量交換器的研究探討，並以此理

論基礎延伸至後來的圓管型熱交換器之研究，並針對迴流效應作更深

入的探討。 

然而迴流會同時產生兩種互斥效應—預混效應及熱傳係數增

加，且這兩種效應是迴流裝置影響系統熱質傳效率的重要因素，在本

研究中將對於這兩種效應對系統的影響做探討。 
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1.3 研究動機  

本文主要是探討對於不同迴流型式之同心圓柱套管在管壁施加

一熱通量為正弦函數的系統，而此系統之邊界在核子反應爐才有可能

會產生，如果我們可以利用數學模擬的方式計算出反應爐內的溫度分

佈，就可以預防反應爐內因溫度過高而產生危險。 

在許多化工程序中，圓形管為一廣泛使用之管件，加入迴流裝置

可增加管內流體流率，使熱質傳係數增大，因而提高質傳或熱傳效

率。本文主要是探討對具不同迴流型式之同心圓柱套管在管壁施加一

熱通量為正弦函數的系統，且中間為一厚度δ 之隔板，其相較圓管之

半徑可忽略其厚度之不可滲透隔板，並忽略其熱阻。經由解析解求得

後，並將所得結果與單行程系統做比較，以驗證迴流改善系統的效

果，及不同隔板位置對熱傳效率之改善。 
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1.4 研究架構 
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第二章 

文獻回顧 

2.1 文獻回顧  

在早期的文獻中已經廣泛被探討在層流狀態下，流經圓管且壁溫

為正弦函數的完全展流的熱質傳問題。經簡化後的穩定狀態管道內流

動問題，由格拉茲於 1883 年以流體的熱傳為基礎，定義出格拉茲問

題，因此使得格拉茲問題引起科學家廣泛的研究; 而後，Shah[24,25]

於 1978 年提出在單通道圓管系統於管壁處輸入正弦熱量通量;已有

相當的理論架構，且廣泛地應用在核子反應爐、熱交換史特靈循環機

[40](Stirling cycle machines)。 

1960年Reynolds[26]首先將單通道圓管於管壁輸入正弦熱量通量之

問題利用分離變數法求出其溫度分佈與納塞數(Nusselt number);1963

年 Reynolds、Lundberg 與 McCuen[27]等人，同樣針對雙套管管壁輸入

已知熱通量與溫度，對於管內溫度變化與位置關係作研究與探討﹔

1964 年，Kays[28]考慮在雙套管下針對管壁為已知熱量通量，將邊界

利用傅立葉級數(Fourier series)展開與特徵值加以運算分析；1965

年，Hsu[29]以單通道圓管，利用 Duhamel's superposition 對於團狀流

(Slug flow)流體做分析﹔1970年Bhattacharyya[30]在解法上除了將邊界

條件以級數展開外並假設一溫度分佈，加以簡化此類邊界問題﹔1976
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年，Faghri[31]同樣假設一溫度分佈並利用 Least-squares approximation

求得溫度分佈；而後，於 1994 年 Quaresma[32]利用積分轉換法(Integral 

transform method)求出納塞數﹔1995 年，Barletta[33]假設其溫度分佈並

利用正交性質(Orthogonality)加以簡化此類關於單通道系統管壁熱通

量為正弦函數之問題。 

早期的研究受限於電腦及軟體的功能，無法針對複雜的數學模式

做計算。跟以往比較起來，本論文結果利用比以往運算功能更為強大

的電腦搭配 Mathematica 軟體來計算其解析解，求得其管壁溫度及納

塞數且探討二行程系統加入迴流後的影響，並與單行程系統做比較。 
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2.2 格拉茲問題 

在上述中，所提到的格拉茲問題是於圓管中以層流強制對流之熱

傳問題，除了在設計與分析上都是重要的基礎物理問題之外，對於往

後更深入的研究探討與應用更有其重要的價值。而在圓管層流的強制

對流熱傳中也可利用格拉茲問題簡化之。假設流體是一不可壓縮、物

理特性固定且沒有擾流 (漩渦 )產生之流體，並以全展流 (fully 

developed)的方式流動，忽略能量的損耗。則 

此系統之能量方程式： 

 

z
Tu)

r
Tr(

rr z ∂
∂

∂
∂α

=
∂
∂

 
       (2.2.1) 

 

而此問題所附屬之邊界條件可分為以下三種： 

(1)第一種－壁溫固定又稱為 Dirichlet 邊界條件。 
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0,;constant

0

        (2.2.2) 

 

(2)第二種－熱通量固定又稱為 Neumann 邊界條件。 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<==

>==

>==

RrzTT

zr
x
T

zRrq
r
T

0,0;

0,0;0

0,;)constant(

0

∂
∂
∂
∂

       (2.2.3) 

 

(3)第三種－具有混合邊界情形又稱為 Robin 邊界條件。 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<==

>==

>=−=−

Rr,z;TT

z,r;
r
T

z,Rr;)TT(h
r
Tk w

00

000

0

0

33 1

∂
∂

∂
∂

      (2.2.4) 

 

若考慮軸傳導項，則形成另一擴展格拉茲問題。其能量方程式表

示如下： 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂′

++ η
θη

ηη
θθ 11

2

2

2 xPex
u      (2.2.5) 

其中  
wi

w

TT
TT

−
−

=θ ，  
( )

Pe
R

z
x =+ ，  u′=軸速度U /平均軸速度 avU ， 

  /αRUPe av= (Peclet 數)。 

由上式可得知，柏勒(Peclet)數大小為決定軸傳導效應可否忽略之

關鍵，柏勒數愈小，在流動方向的熱傳導愈大。 

對於柏勒數甚小的流體，其熱傳導項不能忽略，主要應用於以下

的情況： 
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(1)低普蘭特數(Prandtl number)之流體，如液態金屬(liquid metal)。 

(2)低雷諾數(Reynold’s number)之流體，如黏性流體。 

以往格拉茲問題所探討者為單一股流問題，若將其擴展為多相

(multiphase)或多股流(multistream)同時流動的問題，就成了所謂的共

軛格拉茲問題。 
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第三章 

基本理論 

考慮一雙套管熱交換器系統，長度為 L，外管直徑為 R2 ，管道

間裝置一可忽略厚度之不可滲透隔板 )2( R<<δ 且忽略其熱阻，當系

統進行熱交換時，此隔板將系統分隔為內管直徑為 Rκ2 ，外管之徑向

長度為 ( )Rκ−12 之兩同心圓柱型套管之平行通道。在外管壁安裝一熱

通量裝置，使外管壁熱通量保持為 [ ])sin(1)( 0 zqzqw β+′′=′′ 。 

整個系統的理論是依據以下之假設而建立： 

(1) 流體之物性常數為定值且為牛頓流體； 

(2) 流體為全展流與層流方式流經管道； 

(3) 忽略邊端效應、軸向熱傳導及中間隔板之熱阻抗； 

(4) 流體於入口及出口處為完全混合； 

(5) 整個系統在穩態下操作； 

(6) 假設整根管子長度剛好為一個週期( L/2πβ = )； 

將變數做無因次群之分析，令  

R
r

=η ,  
GzL

z
=ξ ,  ( )

Rq
TTk ia

a
0′′
−

=φ ,  ( )
Rq

TTk ib
b

0′′
−

=φ ,  
L

VGz
απ
4

= ,  

R
R1=κ ,  GzLB β=                 (3.0.1) 

由上列無因次群，可以得到描述此系統之統制方程式及徑向邊界

條件如下： 
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂
∂

=
∂

∂
η
ξηφη

ηηξ
ξηφ

α
η ),(1),()( 2

aaa

GzL
Ru      (3.0.2) 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂
∂

=
∂

∂
η
ξηφη

ηηξ
ξηφ

α
η ),(1),()( 2

bbb

GzL
Ru      (3.0.3) 

( ) 0,0
=

∂
∂

η
ξφa            (3.0.4) 

( )ξ
η
ξφ Bb sin1),1(

+=
∂

∂          (3.0.5) 

( ) ( )
η
ξκφ

η
ξκφ

∂
∂

=
∂

∂ ,, ba          (3.0.6) 

( ) ( )ξκφξκφ ,, ba =           (3.0.7) 

軸向邊界條件會隨著迴流型式而不同，於後面再做討論。由於上

列之方程式，為一非齊性邊界系統，吾等根據Barletta[33]所提出之圓

管單通道管壁正弦熱通量系統的溫度分佈表示式以及葉士誠[34]學長

針對二行程固定管壁熱通量所提出之溫度分佈表示式，建立一新的二

行程正弦熱通量系統的溫度分佈表示式，且將其代回統制方程式與邊

界條件，得到新的統制方程式與相對應之邊界條件，再利用近似解

(approximation method)求解。 

首先，以內進外出系統為例，吾等可將內管與外管的無因次溫度

分佈[33,34]分別假設如下: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξηθξηθηθξθξηφ BB aaaaa cossin, 3210 +++=      (3.0.8) 
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)cos()()sin()()(1),( 3210 ξηθξηθηθξθξηφ BB
Gz bbbbb +++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=   

(3.0.9) 

其中 a0θ 、 b0θ 為未知常數，而 a1θ 、 a2θ 、 a3θ 、 b1θ 、 b2θ 和 b3θ 為η的函數。 

將式(3.0.8)和式(3.0.9)代入式(3.0.2)至式(3.0.7)，可得下列兩組

新的統制方程式及所相對的邊界條件如下： 

統制方程式: 

 

( ) ( )
a

aa

GzL
Ru

d
d

d
d

0

2
1 θ

α
ηη

η
ηθη

η
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛          

 ( ) ( ) ( ) )sin(3

2
2 ξηθ

α
ηη

η
ηθη

η
B

GzL
BRu

d
d

d
d

a
aa

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+    

 ( ) ( ) ( ) 0)cos(2

2
3 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ ξηθ

α
ηη

η
ηθη

η
B

GzL
BRu

d
d

d
d

a
aa   

(3.0.10) 

與 

( ) ( )
b

bb

GzL
Ru

d
d

d
d

0

2
1 θ

α
ηη

η
ηθη

η
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛          

 ( ) ( ) ( ) )sin(3

2
2 ξηθ

α
ηη

η
ηθη

η
B

GzL
BRu

d
d

d
d

b
bb

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+    

 ( ) ( ) ( ) 0)cos(2

2
3 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ ξηθ

α
ηη

η
ηθη

η
B

GzL
BRu

d
d

d
d

b
bb   

(3.0.11) 
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邊界條件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0cos0sin00 321 =++ ξ
η

θξ
η

θ
η

θ B
d

dB
d

d
d

d aaa    (3.0.12) 

( ) ( ) ( ) 0)cos(1)sin(1111 321 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− ξ

η
θξ

η
θ

η
θ B

d
dB

d
d

d
d bbb     

(3.0.13) 

( ) ( )
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

η
κθ

η
κθ

d
d

d
d ba 11              

( ) ( ) ( )ξ
η
κθ

η
κθ B

d
d

d
d ba sin22 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+          

( ) ( ) ( ) 0cos33 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+ ξ

η
κθ

η
κθ B

d
d

d
d ba    (3.0.14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξκθξκθκθξθ BB aaaa cossin 3210 +++        

)cos()()sin()()(1
3210 ξκθξκθκθξθ BB

Gz bbbb +++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=  (3.0.15) 

吾人將式(3.0.10)至式(3.0.15)分成 ( )ηθ a2 、 ( )ηθ a3 、 ( )ηθ b2 、 ( )ηθ b3

和 a0θ 、 ( )ηθ a1 、 b0θ 、 ( )ηθ b1 兩個部分來求解，令其所相對應之統制方

程式與邊界條件分述如下: 

(一) 弗賓納斯法求解 ( )ηθ a2 、 ( )ηθ a3 、 ( )ηθ b2 與 ( )ηθ b3  

統制方程式 

( ) ( ) ( ) 03

2
2 =+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ηθ
α
ηη

η
ηθη

η a
aa

GzL
BRu

d
d

d
d      (3.0.16) 
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( ) ( ) ( ) 02

2
3 =−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ηθ
α
ηη

η
ηθη

η a
aa

GzL
BRu

d
d

d
d

     (3.0.17) 

( ) ( ) ( ) 03

2
2 =+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ηθ
α
ηη

η
ηθη

η b
bb

GzL
BRu

d
d

d
d      (3.0.18) 

( ) ( ) ( ) 02

2
3 =−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ηθ
α
ηη

η
ηθη

η b
bb

GzL
BRu

d
d

d
d

     (3.0.19) 

邊界條件 

( ) 002 =
η

θ
d

d a             (3.0.20) 

( ) 003 =
η

θ
d

d a             (3.0.21) 

( ) 112 =
η

θ
d

d b             (3.0.22) 

( ) 013 =
η

θ
d

d b             (3.0.23) 

( ) ( )
η
κθ

η
κθ

d
d

d
d ba 22 =           (3.0.24) 

( ) ( )
η
κθ

η
κθ

d
d

d
d ba 33 =           (3.0.25) 

( ) ( )κθκθ ba 22 =            (3.0.26) 

( ) ( )κθκθ ba 33 =            (3.0.27) 

為了求得 ( )ηθ a2 、 ( )ηθ a3 、 ( )ηθ b2 與 ( )ηθ b3 假設[33] 

( ) ( ) ( )iaaa ηθηθηψ 32 +=         (3.0.28) 

( ) ( ) ( )ibbb ηθηθηψ 32 +=         (3.0.29) 
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利用式(3.0.28)及式(3.0.29)分別可將式(3.0.16)至式(3.0.19)合併成 

( ) ( ) ( ) 0
2

=−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂ i
GzL

BRu
d
d

a
aa ηψ

α
ηη

η
ηψη

η
    (3.0.30) 

( ) ( ) ( ) 0
2

=−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂ i
GzL

BRu
d
d

b
bb ηψ

α
ηη

η
ηψη

η
    (3.0.31) 

同理，利用式(3.0.28)及式(3.0.29)可將式(3.0.20)至式(3.0.27)合併成 

( ) 00
=

η
ψ
d

d a            (3.0.32) 

( ) 11
=

η
ψ
d

d b            (3.0.33) 

( ) ( )
η
κψ

η
κψ

d
d

d
d ba =          (3.0.34) 

( ) ( )κψκψ ba =           (3.0.35) 

為了求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

，式(3.0.30)與式

(3.0.31)分別可利用弗賓納斯法求出其級數表示式: 

令 

( ) ∑
∞

=

+=
0n

rn
na a ηηψ    10 ≤≤η     (3.0.36) 

( ) ∑
∞

=

+=
0n

rn
nb b ηηψ    10 ≤≤η      (3.0.37) 

再利用邊界條件式(3.0.32)至式(3.0.35)求得內外通道無因次溫度的級

數表示式再分別與式(3.0.28)至式(3.0.29)比較實數項與虛數項後即可

求得 ( )ηθ a2 、 ( )ηθ a3 、 ( )ηθ b2 與 ( )ηθ b3 。 

 



 16

(二) 常微分方程求解 a0θ 、 ( )ηθ a1 、 b0θ 與 ( )ηθ b1  

( ) ( ) 00

2
1 =−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
a

aa

GzL
Ru

d
d

d
d θ

α
ηη

η
ηθη

η
      (3.0.38) 

( ) ( ) 00

2
1 =+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
b

bb

GzL
Ru

d
d

d
d θ

α
ηη

η
ηθη

η
      (3.0.39) 

( ) 001 =
η

θ
d

d a             (3.0.40) 

( ) 111 =
η

θ
d

d b             (3.0.41) 

( ) ( )
η
κθ

η
κθ

d
d

d
d ba 11 =           (3.0.42) 

ba 00 θθ −=             (3.0.43) 

( ) ( )κθθκθ b
b

a Gz 1
0

1 +=           (3.0.44) 

由式(3.0.38)及式(3.0.39)可知將其分別積分兩次時可得 ( )ηθ a1 與

( )ηθ b1 之表示式且產生四個積分常數 a1γ 、 a2γ 、 b1γ 與 b2γ 加上兩個常數

a0θ 與 b0θ ，可利用邊界條件聯立求出。 

其中在出口之無因次溫度定義為 

( )
Rq

TTk iF
F

0′′
−

=φ            (3.0.45) 

作兩同心圓柱套管之總能量平衡(overall-energy balance)，可得 

( ) RdzzqTTVC
L

ip πρ 2)(
0
∫ ′′=−             
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⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 1)cos(118

Gz
B

BGzFφ          (3.0.46) 

其求解流程圖如圖(3.0-1)所示。 
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( )ξBsin ( )ξBcos ξ ξ

a0θ ( )ηθ a1 b0θ ( )ηθ b1

( )ηθ a2 ( )ηθ b2( )ηθ a3 ( )ηθ b3
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3.1 二行程無迴流模型之理論分析 

(A) 內管進外管出 

二行程無迴流內管進外管出裝置，如圖(3.1-1)，流體進入管件在

穩定狀態下，以體積流率V 溫度為
iT 在入口處為完全混合，出口的溫

度為
FT 。 

無因次速度分佈及流體平均流速分別為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2

12
κ
ηη aa uu          (3.1.1) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−−=        (3.1.2) 

( )2R
Vua κπ

=             (3.1.3) 

( )22 RR
Vub κππ −

=           (3.1.4) 

其中 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
−
−

=

κ

κ
κ
κ

1ln

1
1
1 2

2

4

1W          (3.1.5) 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

κ

κ
1ln

1 2

2W            (3.1.6) 
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進
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有關式(3.1.1)和式(3.1.2)之管內流體速度分佈推導列於附錄(一)。 

將式(3.1.1)至式(3.1.4)代入式(3.0.2)、式(3.0.3)則式(3.0.30)及式(3.0.31)

則分別可改寫為: 

( ) ( ) 01
2

2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

iBd
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
     (3.1.7) 

( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

1
2

1

2
2

=
−
+−

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWB
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
    (3.1.8) 

 

3.1-1 求 ( )ηθ a2 、 ( )ηθ a3 、 ( )ηθ b2 與 ( )ηθ b3  

為了求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

，式(3.1.7)與式(3.1.8)分

別可利用弗賓納斯法表示,其詳細推導於附錄(二):  

iaa
n

Ba nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= −− 42222222

11
8 κκ

        (3.1.9) 

( ) ibWbWbW
nW

Bb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12 κ
(3.1.10) 

定義 

( ) n

n
ana ca 2

0
0 ηηψ ∑

∞

=

=  , 
0

2

a
ac n

an = , 0≥n     (3.1.11) 

( ) n

n
bnb cb ηηψ ∑

∞

=

=
0

0  , 
0b

bc n
bn = , 0≥n     (3.1.12) 

如此，可由式(3.1.11)、式(3.1.12)分別與(3.0.28)、(3.0.29)比較後

可求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

。 
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3.1-2 求
a0θ 、 ( )ηθ a1

、
b0θ 與 ( )ηθ b1

 

式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−= aa
a

a 212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

γηγ
κ
ηη

κ
θθ       (3.1.13) 

( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+−

−
= bb

b
b

W
W 21

2242
2

1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
γηγηηηη

κ
θθ  (3.1.14) 

其中
a1γ 、

a2γ 、
b1γ 、

b2γ 為積分常數。 

在管道末端位置為L位置的無因次溫度為 

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1
2

0

2 1,211,21
κ

κ

ηηηφπηηηφπφ d
Gz

Ru
V

d
Gz

Ru
V bbaaL

 (3.1.15) 

在入口的無因次溫度可表示如下 

( ) ( ) ( )∫==
′′
−

=
κ

ηηηφπηφ
0

2

0

0,2100, dRu
VRq

TTk
aa

ii
a

   (3.1.16) 

而且在出口之無因次溫度可寫成以下的積分式 

( )∫−=
1

2 0,21
κ

ηηηφπφ dRu
V bbF         (3.1.17) 

 

(B) 外管進內管出 

裝置圖如圖(3.1-2)所示，與內管進外管出不同之處為流動方向之

不同，其無因次速度分佈及流體平均流速分別為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

2

12
κ
ηη aa uu          (3.1.18) 



 23

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−=         (3.1.19) 

( )2R
Vua κπ

=             (3.1.20) 

( )22 RR
Vub κππ −

=           (3.1.21) 

將式 (3.1.18)至式 (3.1.21)代入式 (3.0.2)、式 (3.0.3)則式 (3.0.30)及式

(3.0.31)則分別可改寫為: 

( ) ( ) 01
2

2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iB
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
    (3.1.22) 

( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

1
2

1

2
2

=
−
+−

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWB
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
   (3.1.23) 

弗賓納斯法表示式,則可參照附錄(二)推導方式可得: 

iaa
n

Ba nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
= −− 42222222

11
8 κκ

         (3.1.24) 

( ) ibWbWbW
nW

Bb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
= −−− 42322222

1 2
112

2
311

12 κ
(3.1.25) 

且式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−= aa
a

a 212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

γηγ
κ
ηη

κ
θθ       (3.1.26) 

( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+−

−
= bb

b
b

W
W 21

2242
2

1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
γηγηηηη

κ
θθ  (3.1.27) 

其中在入口的無因次溫度可表示如下 
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( ) ( ) ( )∫==
′′
−

=
1

2

0

0,2100,
κ

ηηηφπηφ dRu
VRq

TTk
bb

ii
b

   (3.1.28) 

而且在出口之無因次溫度可寫成以下的積分式 

( )∫−=
κ

ηηηφπφ
0

2 0,21 dRu
V aaF         (3.1.29) 
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3.2 末端出口模型之理論分析 

(A) 內管進內管出 

如圖(3.2-1)之流動方式，流體在穩定狀態下，以體積流率V 溫度

為
iT 在入口處與迴流流體MV 完全混合，出口的溫度為

FT 。 

無因次速度分佈及流體平均流速分別為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2

12
κ
ηη aa uu          (3.2.1) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−−=        (3.2.2) 

( )
( )2

1
R

VMua κπ
+

=            (3.2.3) 

( )22 RR
MVub κππ −

=           (3.2.4) 

將式(3.2.1)至式(3.2.4)代入式(3.0.2)、式(3.0.3)則式(3.0.30)及式

(3.0.31)則分別可改寫為: 

( ) ( ) ( ) 01
2

1 2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iBM
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
   (3.2.5) 

( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

1
2

1

2
2

=
−
+−

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWMB
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
   (3.2.6) 

 

3.2-1 求 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

 

為了求得 ( )ηθ a2 、 ( )ηθ a3 、 ( )ηθ b2 與 ( )ηθ b3 ，式(3.2.5)與式(3.2.6)分 



 27
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別可利用弗賓納斯法表示,其推導參照附錄(二)可得: 

( ) iaa
n

BMa nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
= −− 42222222

11
8

1
κκ

       (3.2.7) 

( ) ibWbWbW
nW

MBb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12 κ
 (3.2.8) 

如此，可由以上的表示式經由比較可求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2

與 ( )ηθ b3
。 

3.2-2 求
a0θ 、 ( )ηθ a1

、
b0θ 與 ( )ηθ b1

 

式(3.0.38)與式(3.0.39))可分別改寫成 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−
+

= aa
a

a

M
212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

)1( γηγ
κ
ηη

κ
θθ      (3.2.9) 

( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+−

−
= bb

b
b

W
W

M
21

2242
2

1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
γηγηηηη

κ
θθ  (3.2.10) 

其中
a1γ 、

a2γ 、
b1γ 、

b2γ 為積分常數。 

在入口的無因次溫度定義為 

( ) ( )( )
( ) ( )∫+

=
′′
−

=
κ

ηηηφπηφ
0

2

0

0,2
1

10,0, dRu
MVRq

TrTk
aa

ia
a

 (3.2.11) 

此迴流型式之出口溫度可寫成以下的積分式 

( ) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

κ

ηηηφπφ
0

2 1,2
1

1 d
Gz

Ru
MV aaF       (3.2.12) 

亦可寫成 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
1

2 1,21
κ

ηηηφπφ d
Gz

Ru
VM bbF        (3.2.13) 



 29

而在入口的無因次溫度表示如下 

( ) ( ) ( ) 00,2
1

10,
1

2 ⋅+
+

−
= ∫ VdRu

MV bba
κ

ηηηφπηφ     (3.2.14) 

 

(B) 外管進外管出 

裝置圖如圖(3.2-2)所示，其無因次速度分佈及流體平均流速分別

為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

2

12
κ
ηη aa uu         (3.2.15) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−=        (3.2.16) 

( )2R
MVua κπ

=            (3.2.17) 

( )
( )22

1
RR
VMub κππ −

+
=          (3.2.18) 

將式(3.2.15)至式(3.2.18)代入式(3.0.2)、式(3.0.3)則式(3.0.30)及式

(3.0.31)則分別可改寫為: 

( ) ( ) 01
2

2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iMB
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
    (3.2.19) 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

11
2

1

2
2

=
−

+−+
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWBM
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
  (3.2.20) 

 

弗賓納斯表示式: 
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iaa
n

MBa nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
= −− 42222222

11
8 κκ

        (3.2.21) 

( )
( ) ibWbWbW

nW
BMb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12
1
κ

(3.2.22) 

式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−= aa
a

a

M
212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

γηγ
κ
ηη

κ
θθ        (3.2.23) 

( )
( ) [ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−+−

−
+

= bb
b

b

W
W
M

21
2242

2
1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
1 γηγηηηη
κ
θθ (3.2.24) 

其中在入口的無因次溫度可表示如下 

( ) ( ) ( )∫+
−

=
κ

ηηηφπηφ
0

2 0,2
1

10, dRu
MV aab

     (3.2.25) 

而且在出口之無因次溫度可寫成以下的積分式 

( ) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

1
2 1,2

1
1

κ

ηηηφπφ d
Gz

Ru
MV bbF       (3.2.26) 

亦可寫成 

( ) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
κ

ηηηφπηφ
0

2 1,210, d
Gz

Ru
VM aaF       (3.2.27) 
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3.3 出口迴流至末端模型之理論分析 

(A) 內管進外管出 

如圖(3.3-1)之內管入外管出，流體在穩定狀態下，以體積流率V 溫

度為
iT 流進加熱器，在入口處為完全混合，出口的溫度為

FT 。 

無因次速度分佈及流體平均流速分別為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2

12
κ
ηη aa uu          (3.3.1) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−−=        (3.3.2) 

( )2R
Vua κπ

=             (3.3.3) 

( )
( )22

1
RR
VMub κππ −

+
=           (3.3.4) 

將式(3.3.1)至式(3.3.4)代入式(3.0.2)、式(3.0.3)則式(3.0.30)及式(3.0.31)

則分別可改寫為: 

( ) ( ) 01
2

2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iB
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
    (3.3.5) 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

11
2

1

2
2

=
−

+−+
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWBM
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
  (3.3.6) 

3.3-1 求 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

 

為了求得 ( )ηθ a2 、 ( )ηθ a3 、 ( )ηθ b2 與 ( )ηθ b3 ，式(3.3.5)與式(3.3.6)分 
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別可利用弗賓納斯法表示,其推導參照附錄(二)可得:  

iaa
n

Ba nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= −− 42222222

11
8 κκ

        (3.3.7) 

( )
( ) ibWbWbW

nW
BMb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+−

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12
1
κ

 (3.3.8) 

如此，可由以上的表示式經由比較可求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2

與 ( )ηθ b3
。 

3.3-2 求
a0θ 、 ( )ηθ a1

、
b0θ 與 ( )ηθ b1

 

式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−= aa
a

a 212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

γηγ
κ
ηη

κ
θθ       (3.3.9) 

( )
( ) [ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−+−

−
+

= bb
b

b

W
W
M

21
2242

2
1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
1 γηγηηηη
κ
θθ  (3.3.10) 

其中
a1γ 、

a2γ 、
b1γ 、

b2γ 為積分常數。 

在管道位置為L位置的無因次溫度為 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

κ

ηηηφπφ
0

2 1,21 d
Gz

Ru
V aaL

       (3.3.11) 

故可得到以下出口溫度的積分式 

( ) ( )∫+
−

=
1

2 0,2
1

1
κ

ηηηφπφ dRu
MV bbF       (3.3.12) 

而在入口的無因次溫度表示如下 
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( ) ( ) ( )

V

dRu

Rq
TTk aa

ii
a

∫
==

′′
−

=

κ

ηηηφπ
ηφ 0

2

0

0,2
00,     (3.3.13) 

管側末端溫度為 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
= ∫∫

1
2

1
2 )1,(20,2

1
1

k
bb

k
bbL d

Gz
RudRu

M
M

V
ηηηφπηηηφπφ (3.3.14) 

 

(B) 外管進內管出 

裝置圖如圖(3.3-2)所示，其無因次速度分佈及流體平均流速分別

為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

2

12
κ
ηη aa uu         (3.3.15) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−=        (3.3.16) 

( )
( )2

1
R

VMua κπ
+

=           (3.3.17) 

( )22 RR
Vub κππ −

=          (3.3.18) 

將式 (3.1.15)至式 (3.1.18)代入式 (3.0.2)、式 (3.0.3)則式 (3.0.30)及式

(3.0.31)則分別可改寫為: 

( ) ( ) ( ) 01
2

1 2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iBM
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
  (3.3.19) 

( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

1
2

1

2
2

=
−
+−

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWB
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
  (3.3.20) 
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弗賓納斯表示式,則可參照附錄(二)推導方式得: 

( ) iaa
n

BMa nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−
= −− 42222222

11
8

1
κκ

       (3.3.21) 

( ) ibWbWbW
nW

Bb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
= −−− 42322222

1 2
112

2
311

12 κ
(3.3.22) 

式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−
+

= aa
a

a

M
212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

)1( γηγ
κ
ηη

κ
θθ      (3.3.23) 

( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+−

−
= bb

b
b

W
W 21

2242
2

1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
γηγηηηη

κ
θθ  (3.3.24) 

其中
a1γ 、

a2γ 、
b1γ 、

b2γ 為積分常數。 

出口處之無因次溫度為 

( ) ( )∫+
−

=
κ

ηηηφπφ
0

2 0,2
1

1 dRu
MV aaF       (3.3.25) 

無因次入口溫度可寫成 

( ) ( ) ( )

V

dRu

Rq
TTk k

bb
ii

b

∫
==

′′
−

=

1
2

0

0,2
00,

ηηηφπ
ηφ     (3.3.26) 

管側末端溫度為 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
= ∫∫

κκ

ηηηφπηηηφπφ
0

2

0

2 )1,(20,2
1

1 d
Gz

RudRu
M

M
V aaaaL (3.3.27) 

 

 

 



 37

 

 

圖
(3

3-
2)

R R

(M
+ 1

)V
M

V

出
口

迴
流

至
末
端
模

型
之

外
管

進
內
管
出

系
統

L

T F

V
T iV

V

V V

M
V

.

 

 

 



 38

3.4 末端迴流至入口模型之理論分析 

(A) 內管進外管出 

二行程迴流裝置流體進入管件為內管入外管出如圖(3.4-1)所示，

流體在穩定狀態下，以體積流率V 溫度為
iT 在入口處與管末端迴流之

體積為MV 完全混合，出口的溫度為
FT 。 

無因次速度分佈及流體平均流速分別為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2

12
κ
ηη aa uu          (3.4.1) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−−=        (3.4.2) 

( )
( )2

1
R

VMua κπ
+

=            (3.4.3) 

( )22 RR
Vub κππ −

=           (3.4.4) 

將式(3.4.1)至式(3.4.4)代入式(3.0.2)、式(3.0.3)則式(3.0.30)及式(3.0.31)

則分別可改寫為: 

( ) ( ) ( ) 01
2

1 2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iBM
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
   (3.4.5) 

( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

1
2

1

2
2

=
−
+−

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWB
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
   (3.4.6) 
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3.4-1 求 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

 

為了求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

，式(3.4.5)與式(3.4.6)分

別可利用弗賓納斯法表示,其推導參照附錄(二)可得:  

( ) iaa
n

BMa nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
= −− 42222222

11
8

1
κκ

       (3.4.7) 

( ) ibWbWbW
nW

Bb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12 κ
 (3.4.8) 

如此，可由以上的表示式經由比較可求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2

與 ( )ηθ b3
。 

3.4-2 求
a0θ 、 ( )ηθ a1

、
b0θ 與 ( )ηθ b1

 

式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

( )
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−
+

= aa
a

a

M
212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

1 γηγ
κ
ηη

κ
θθ      (3.4.9) 

( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+−

−
= bb

b
b

W
W 21

2242
2

1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
γηγηηηη

κ
θθ  (3.4.10) 

其中
a1γ 、

a2γ 、
b1γ 、

b2γ 為積分常數。 

在入口處之無因次溫度定義為 

( ) ( )( )
( ) ∫+

=
′′
−

=
κ

ηηηφπηφ
0

2

0

)0,(2
1

10,0, dRu
MVRq

TrTk
aa

ia
a   (3.4.11) 

故可得到以下出口溫度的積分式 

( )∫
−

=
1

2 0,21
κ

ηηηφπφ dRu
V bbF            (3.4.12) 
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而在入口的無因次溫度表示如下 

( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
= ∫

κ

ηηηφπηφ
0

2 1,2
11

10, d
Gz

Rv
M

M
MV aaa   (3.4.13) 

 

(B) 外管進內管出 

裝置圖如圖(3.4-2)所示，其無因次速度分佈及流體平均流速分別

為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

2

12
κ
ηη aa uu          (3.4.14) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−=         (3.4.15) 

( )2R
Vua κπ

=             (3.4.16) 

( )
( )22

1
RR
VMub κππ −

+
=           (3.4.17) 

將式 (3.4.14)至式 (3.4.17)代入式 (3.0.2)、式 (3.0.3)則式 (3.0.30)及式

(3.0.31)分別可改寫為: 

( ) ( ) 01
2

2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iB
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
     (3.4.18) 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

11
2

1

2
2

=
−

+−+
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWBM
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
   (3.4.19) 

 

弗賓納斯法表示式,則可參照附錄(二)得: 
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iaa
n

Ba nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
= −− 42222222

11
8 κκ

         (3.4.20) 

( )
( ) ibWbWbW

nW
BMb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12
1
κ

(3.4.21) 

式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−= aa
a

a 212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

γηγ
κ
ηη

κ
θθ        (3.4.22) 

( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+−

−
+

= bb
b

b

W
W
M

21
2242

2
1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
)1( γηγηηηη
κ
θθ (3.4.23) 

出口處之無因次溫度為 

( )∫
−

=
κ

ηηηφπφ
0

2 0,21 dRu
V aaF         (3.4.24) 

無因次入口溫度可寫成 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
= ∫

1

,
2

0,

1,2
11

1
κ

ηηηφπφ d
Gz

Ru
M

M
MV bLbb   (3.4.25) 
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3.5 內外層等體積流動模型之理論分析 

(A) 內管入外管 

二行程迴流內管入外管裝置如圖(3.5-1)所示，流體進入管件在穩

定狀態下，以體積流率V 溫度為
iT 在入口處與出口處體積為MV 完全

混合，出口的溫度為
FT 。 

無因次速度分佈及流體平均流速分別為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2

12
κ
ηη aa uu          (3.5.1) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−−=        (3.5.2) 

( )
( )2

1
R

VMua κπ
+

=            (3.5.3) 

( )
( )22

1
RR
VMub κππ −

+
=           (3.5.4) 

將式(3.5.1)至式(3.5.4)代入式(3.0.2)、式(3.0.3)則式(3.0.30)及式(3.0.31)

則分別可改寫為: 

 

( ) ( ) ( ) 01
2

1 2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iBM
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
   (3.5.5) 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

11
2

1

2
2

=
−

+−+
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWBM
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
  (3.5.6) 
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3.5-1 求 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

 

為了求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

，式(3.5.5)與式(3.5.6)分

別可利用弗賓納斯法表示,其推導參照附錄(二)可得: 

( ) iaa
n

BMa nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
= −− 42222222

11
8

1
κκ

           (3.5.7) 

( )
( ) ibWbWbW

nW
BMb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+−

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12
1
κ

 (3.5.8) 

如此，可由以上的表示式經由比較係數可求得 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、

( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

。 

3.5-2 求
a0θ 、 ( )ηθ a1

、
b0θ 與 ( )ηθ b1

 

式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

( )
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−
+

= aa
a

a

M
212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

1 γηγ
κ
ηη

κ
θθ      (3.5.9) 

( )
( ) [ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−+−

−
+

= bb
b

b

W
W
M

21
2242

2
1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
1 γηγηηηη
κ
θθ  (3.5.10) 

其中
a1γ 、

a2γ 、
b1γ 、

b2γ 為積分常數。 

在入口處之無因次溫度定義為 

( ) ( )( )
( ) ∫+

=
′′
−

=
κ

ηηηφπηφ
0

2

0

)0,(2
1

10,0, dRu
MVRq

TrTk
aa

ia
a  (3.5.11) 

故可得到以下出口溫度的積分式 

( ) ( )∫+
−=

1
2 0,2

1
1

κ

ηηηφπφ dRu
MV bbF       (3.5.12) 
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而在入口的無因次溫度表示如下 

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
−

= ∫
1

2 0,2
11

10,
κ

ηηηφπηφ dRu
M

M
MV bba    (3.5.13) 

 

(B) 外管入內管 

裝置圖如圖(3.5-2)所示，其無因次速度分佈及流體平均流速分別

為： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

2

12
κ
ηη aa uu         (3.5.14) 

( ) ( )[ ]ηηη ln12
2

2

1

W
W
uu b

b +−=        (3.5.15) 

( )
( )2

1
R

VMua κπ
+

=           (3.5.16) 

( )
( )22

1
RR
VMub κππ −

+
=          (3.5.17) 

將式 (3.5.14)至式 (3.5.17)代入式 (3.0.2)、式 (3.0.3)則式 (3.0.30)及式

(3.0.31)則分別可變為: 

( ) ( ) ( ) 01
2

1 2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iBM
d

d
d
d

a
a ηψ

κ
η

κ
η

η
ηψη

η
  (3.5.18) 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) 0
12

11
2

1

2
2

=
−

+−+
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ i
W

lnWBM
d

d
d
d

b
b ηψ

κ
ηηη

η
ηψη

η
 (3.5.19) 

 

弗賓納斯法表示式,則可參照附錄(二)推導方式得: 
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( ) iaa
n

BMa nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−
= −− 42222222

11
8

1
κκ

       (3.5.20) 

( )
( ) ibWbWbW

nW
BMb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12
1
κ

(3.5.21) 

式(3.0.38)與式(3.0.39)可分別改寫成 

( )
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−
+

= aa
a

a

M
212

4
2

2
0

1 ln
164

1
2

1 γηγ
κ
ηη

κ
θθ      (3.5.22) 

( )
( ) [ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−+−

−
+

= bb
b

b

W
W
M

21
2242

2
1

0
1 ln1ln

416
1

4
1

12
1 γηγηηηη
κ
θθ  (3.5.23) 

出口處之無因次溫度為 

( ) ( )∫+
−

=
κ

ηηηφπφ
0

2 0,2
1

1 dRu
VM aaF       (3.5.24) 

無因次入口溫度可寫成 

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
−

= ∫
κ

ηηηφπηφ
0

2 0,2
11

10, dRu
M

M
MV aab    (3.5.25) 
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3.6 熱傳效率的改善 

為了瞭解本研究所增加的隔板在不同的位置及不同迴流的情況

下，與沒有加入隔板及迴流時熱傳導效率的改變，我們定義了一納塞

數: 

於二行程迴流操作下我們可定義如下 

( )
k
DhNu e=ξ           (3.6.1) 

而平均熱對流係數定義如下 

( ) ( )( )iww TzRThzq −=′′ ,         (3.6.2) 

將式(3.6.2)無因次化可得 

( )
( )ξφ

ξ

,10
w

w

k
Rq
qh ′′
′′

=           (3.6.4) 

其中 

( ) ( )[ ]ξξ Bqqw sin10 +′′=′′         (3.6.5) 

所以 

( ) ( )
( ) 0,1

2
q

qNu
w

w

′′
′′

=
ξφ
ξξ          (3.6.6) 

同理，單通道 

( ) ( )
( ) 0,0

0 ,1
2

q
qNu

w

w

′′
′′

=
ξφ
ξξ          (3.6.7) 
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平均納塞數 

( ) ξξ dNuGzNu
Gz

∫=
/1

0

        (3.6.8) 

同理，單通道 

( ) ξξ dNuGzNu
Gz

∫=
/1

0
00        (3.6.9) 

由基本的圓管型熱交換器（無迴流無隔板）與有迴流及隔板的同心圓

柱套管型熱交換器相互比較，計算效率百分比，因此效率百分比 I 可

定義為： 

 

%100
0

0 ×
−

=
Nu

NuNuIh        (3.6.10) 
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3.7 能源消耗之增加率問題 

本研究所增加的隔板在不同的位置及不同迴流的情況下將會增

加入口端能源的消耗，在本節中主要是討論具迴流之套管型熱交換器

的能源增加率，並與沒加入迴流及隔板之單行程系統作比較。 

流體流經管道的磨擦損失可以假設為 

 

c
fs g

u
D
Lfh

2
4

2

⋅⋅=        (3.7.1) 

 

其中u為平均速度，D 為水力半徑，f 為磨擦因子是雷諾數Re的函數。 

 

接下來我們對各種不同的迴流形式做以下的討論 

當單行程時流體在管件的平均速度為： 

 

20 R
Vu
π

=          (3.7.2) 

流體在 a 通道體積流速分別為V ，MV 與 ( )1+M 時的平均速度為 

 

( )2R
Vua κπ

= ，
( )2R
MVua κπ

= ，
( )2

)1(
R

VMua κπ
+

=       (3.7.3) 

流體在 b 通道體積流速分別為V ，MV 與 ( )1+M 時的平均速度為 

 

( )( )22 RR
Vub κπ −

= ，
( )( )22 RR

MVub κπ −
= ，

( )
( )( )22

1
RR
VMub κπ −

+
=   (3.7.4) 
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水力半徑分別為 

 

RD 20 = ， RDa κ2= ， ( )RRDb κ−= 2     (3.7.5) 

假設管內流體流動為層流(Laminar flow)則 

 

Re
f 16
=            (3.7.6) 

所以 

2D
uhfs ∝           (3.7.7) 

可以計算出能源損耗的提高率 pI 定義如下 

( )
0

0

P
PPPI ba

p
−+

=         (3.7.8) 

其中 fshVP ⋅⋅= ρ 。 

將以上各種迴流整理可得個種形式之能源損耗與隔板位置及迴

流的關係式，如下所示 

 

(1) 二行程無迴流裝置內管進外管出模型與二行程無迴流裝置外管進

內管出模型 

( )( )
1

11
11

224 −
−−

+=
κκκpI       (3.7.9) 

 

(2) 末端出口內管進內管出模型 
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( )
( )( )

1
11

1
22

2

4

2

−
−−

+
+

=
κκκ

MMI p      (3.7.10) 

(3) 末端出口外管進外管出模型 

 

( )
( )( )

1
11
1

22

2

4

2

−
−−

+
+=

κκκ
MMI p      (3.7.11) 

 

(4) 出口迴流至末端內管入外管出模型與末端迴流至入口外管入內管

出模型 
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(5) 出口迴流至末端外管入內管出模型與末端迴流至入口內管入外管

出模型 
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(6) 內外等體積內管入外管出模型與內外等體積外管入內管出模型 
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第四章 

結果與討論 

在本研究以管壁熱通量為正弦函數之逆流型套管熱交換器中，利

用弗賓納斯法求得其近似解。討論各種迴流型式中，分別取一組固定

迴流比 1=M 及隔板位置 5.0=κ ，以不同的格拉茲數為參數，取級數

項數七十項和七十五項為範例，結果顯示，如表(一)至表(十)所示，

( )3.02aθ 、 ( )3.03aθ 、 ( )7.02bθ 與 ( )7.03bθ 其多項式的收斂，所得的結果已

在可接受的範圍。所以，本研究中級數項數皆取七十項為計算項。 

另外，本研究中，無因次溫度表示式是由一無窮級數展開式求

得，如附錄式(B25)及式(B26)所示；其中外通道的速度分佈中 ηln 項

是以泰勒展開式(B17)求得。由表(十一)至表(二十)所示，顯示泰勒展

開式 2=N 所計算出的所有係數及納塞數之結果已符合收斂要求，故

可用於計算求值。 

而由表(一)至表(二十)之結果發現 ( )3.02aθ 、 ( )3.03aθ 、 ( )7.02bθ 與

( )7.03bθ 其值極小，可知 ( )ηθ a2
、 ( )ηθ a3

、 ( )ηθ b2
與 ( )ηθ b3

對無因次溫度

影響不大，故可以知道影響無因次溫度的參數主要是
a0θ 、 ( )ηθ a1

、
b0θ

與 ( )ηθ b1
。 
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表(一) 二行程無迴流裝置內管進外管出模型之級數解收斂情形當 

70=n 和 75=n 於 5.0=κ 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu

70 -0.118 0.242 0.148 -1.524 0.09
1 

75 -0.118 0.242 0.148 -1.524 0.09
70 5107.3 −×  6101.9 −×  4100.5 −×− 4108.3 −×  2.34

10 
75 5100.4 −×  6106.2 −×− 4108.7 −×− 4109.7 −×  2.34
70 21104.6 −×  21105.1 −×  13106.1 −×  15106.7 −×−  6.62

50 
75 21103.6 −×  21101.3 −×− 14106.2 −×  15101.1 −×−  6.62
70 24102.2 −×−  24100.1 −×  13107.1 −×  15101.8 −×−  8.04

100 
75 26108.6 −×−  26103.3 −×  14106.2 −×  15102.1 −×−  8.04
70 26103.7 −×−  25104.1 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  8.99

200 
75 27108.7 −×−  26104.2 −×  14107.2 −×  15103.1 −×−  8.99

 

表(二) 二行程無迴流裝置外管進內管出模型之級數解收斂情形當 

70=n 和 75=n 於 5.0=κ 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu

70 -0.118 0.242 0.148 -1.524 0.36
1 

75 -0.118 0.242 0.148 -1.524 0.36
70 5107.3 −×  6101.9 −×  4100.5 −×− 4108.3 −×  4.39

10 
75 5100.4 −×  6106.2 −×− 4108.7 −×− 4109.7 −×  4.39
70 21104.6 −×  21105.1 −×  13106.1 −×  15106.7 −×−  8.09

50 
75 21103.6 −×  21101.3 −×− 14106.2 −×  15101.1 −×−  8.09
70 24102.2 −×−  24100.1 −×  13107.1 −×  15101.8 −×−  9.00

100 
75 26108.6 −×−  26103.3 −×  14106.2 −×  15102.1 −×−  9.00
70 26103.7 −×−  25104.1 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  9.56

200 
75 27108.7 −×−  26104.2 −×  14107.2 −×  15103.1 −×−  9.56
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表(三) 末端出口內管進內管出模型之級數解收斂情形當 70=n 和

75=n 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

70 -0.063 0.242 0.148 -1.524 0.69 
1 

75 -0.063 0.242 0.148 -1.524 0.69 
70 5109.1 −×  6106.1 −×− 4100.5 −×− 4108.3 −×  1.45 

10 
75 5105.1 −×  6109.1 −×− 4108.7 −×− 4109.7 −×  1.45 
70 21108.1 −×  21101.1 −×− 13106.1 −× 15106.7 −×−  4.28 

50 
75 22108.6 −×  21101.2 −×− 14106.2 −× 15101.1 −×−  4.28 
70 26101.7 −×−  25104.1 −×  13107.1 −× 15101.8 −×−  5.98 

100 
75 27106.7 −×−  26103.2 −×  14106.2 −× 15102.1 −×−  5.98 
70 31105.1 −×−  32105.7 −×  13107.1 −× 15105.8 −×−  7.51 

200 
75 33106.1 −×−  32106.1 −×− 14107.2 −× 15103.1 −×−  7.51 

 

表(四) 末端出口外管進外管出模型之級數解收斂情形當 70=n 和

75=n 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu

70 -0.135 0.157 0.069 -0.687 0.42
1 

75 -0.135 0.157 0.069 -0.687 0.42
70 12106.9 −×  11100.1 −×  10102.2 −×− 12100.4 −×−  3.22

10 
75 11109.5 −×  13104.9 −×  10100.7 −×− 10108.6 −×  3.22
70 24101.7 −×−  24106.2 −×− 13107.1 −×  15101.8 −×−  6.88

50 
75 25102.2 −×−  26101.8 −×− 14106.2 −× 15102.1 −×−  6.88
70 24102.2 −×−  24101.1 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  8.18

100 
75 26101.7 −×−  26105.3 −×  14107.2 −× 15103.1 −×−  8.18
70 26106.7 −×−  25105.1 −×  13107.1 −×  15106.8 −×−  9.07

200 
75 27101.8 −×−  26105.2 −× 14107.2 −× 15103.1 −×−  9.07
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表(五) 出口迴流至末端內管進外管出模型之級數解收斂情形當

70=n 和 75=n 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

70 -0.135 0.157 0.069 -0.687 0.18 
1 

75 -0.135 0.157 0.069 -0.687 0.18 
70 12106.9 −×  11100.1 −×  10102.2 −×− 12100.4 −×−  2.03 

10 
75 11109.5 −×  13104.9 −×  10100.7 −×− 10108.6 −×  2.03 
70 24101.7 −×−  24106.2 −×− 13107.1 −×  15101.8 −×−  5.86 

50 
75 25102.2 −×−  26101.8 −×− 14106.2 −×  15102.1 −×−  8.86 
70 24102.2 −×−  24101.1 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  7.46 

100 
75 26101.7 −×−  26105.3 −×  14107.2 −×  15103.1 −×−  7.46 
70 26106.7 −×−  25105.1 −×  13107.1 −×  15106.8 −×−  8.62 

200 
75 27101.8 −×−  26105.2 −×  14107.2 −×  15103.1 −×−  8.62 

 

表(六) 出口迴流至末端外管進內管出模型之級數解收斂情形當

70=n 和 75=n 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

70 -0.063 0.242 0.148 -1.524 0.55 
1 

75 -0.063 0.242 0.148 -1.524 0.55 
70 5109.1 −×  6106.1 −×−  4100.5 −×− 4108.3 −×  4.45 

10 
75 5105.1 −×  6109.1 −×−  4108.7 −×− 4109.7 −×  4.45 
70 21108.1 −×  21101.1 −×−  13106.1 −×  15106.7 −×−  8.07 

50 
75 22108.6 −×  21101.2 −×− 14106.2 −×  15101.1 −×−  8.07 
70 26101.7 −×−  25104.1 −×  13107.1 −×  15101.8 −×−  8.99 

100 
75 27106.7 −×−  26103.2 −×  14106.2 −×  15102.1 −×−  8.99 
70 31105.1 −×−  32105.7 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  9.55 

200 
75 33106.1 −×−  32106.1 −×− 14107.2 −×  15103.1 −×−  9.55 
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表(七) 末端迴流至入口內管進外管出模型之級數解收斂情形當

70=n 和 75=n 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

70 -0.063 0.242 0.148 -1.524 0.16
1 

75 -0.063 0.242 0.148 -1.524 0.16
70 5109.1 −×  6106.1 −×−  4100.5 −×− 4108.3 −×  2.44

10 
75 5105.1 −×  6109.1 −×−  4108.7 −×− 4109.7 −×  2.44
70 21108.1 −×  21101.1 −×−  13106.1 −×  15106.7 −×−  6.61

50 
75 22108.6 −×  21101.2 −×− 14106.2 −×  15101.1 −×−  6.61
70 26101.7 −×−  25104.1 −×  13107.1 −×  15101.8 −×−  8.03

100 
75 27106.7 −×−  26103.2 −×  14106.2 −×  15102.1 −×−  8.03
70 31105.1 −×−  32105.7 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  8.98

200 
75 33106.1 −×−  32106.1 −×− 14107.2 −×  15103.1 −×−  8.98

 

表(八) 末端迴流至入口外管進內管出模型之級數解收斂情形當

70=n 和 75=n 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

70 -0.135 0.157 0.069 -0.687 0.23
1 

75 -0.135 0.157 0.069 -0.687 0.23
70 12106.9 −×  11100.1 −×  10102.2 −×− 12100.4 −×−  2.33

10 
75 11109.5 −×  13104.9 −×  10100.7 −×− 10108.6 −×  2.33
70 24101.7 −×−  24106.2 −×− 13107.1 −×  15101.8 −×−  6.34

50 
75 25102.2 −×−  26101.8 −×− 14106.2 −×  15102.1 −×−  6.34
70 24102.2 −×−  24101.1 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  7.84

100 
75 26101.7 −×−  26105.3 −×  14107.2 −×  15103.1 −×−  7.84
70 26106.7 −×−  25105.1 −×  13107.1 −×  15106.8 −×−  8.87

200 
75 27101.8 −×−  261053.2 −×  14107.2 −×  15103.1 −×−  8.87
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表(九) 內外等體積內管進外管出模型之級數解收斂情形當 70=n 和

75=n 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu

70 -0.07 0.07 0.06 -0.68 0.16
1 

75 -0.07 0.07 0.06 -0.68 0.16
70 12102.6 −×  12102.3 −×  10102.2 −×− 12100.4 −×−  2.24

10 
75 11108.2 −×  12101.9 −×− 10100.7 −×− 11108.6 −×  2.24
70 24102.2 −×−  24100.1 −×  13107.1 −×  15101.8 −×−  6.07

50 
75 26108.3 −×−  26103.3 −×  14106.2 −×  15102.1 −×−  6.07
70 26103.7 −×−  25104.1 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  7.61

100 
75 27108.7 −×−  26104.2 −×  14107.2 −×  15103.1 −×−  7.61
70 31106.1 −×−  32109.7 −×  13107.1 −×  15106.8 −×−  8.72

200 
75 33107.1 −×−  32107.1 −×− 14107.2 −×  15103.1 −×−  8.72

 

表(十)  內外等體積外管進內管出模型之級數解收斂情形當 70=n 和

75=n 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  n  ( )3.02aθ  ( )3.03aθ  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

70 -0.07 0.07 0.06 -0.68 0.25 
1 

75 -0.07 0.07 0.06 -0.68 0.25 
70 12102.6 −×  12102.3 −×  10102.2 −×− 12100.4 −×−  2.69 

10 
75 11108.2 −×  12101.9 −×− 10100.7 −×− 11108.6 −×  2.69 
70 24102.2 −×−  24100.1 −×  13107.1 −×  15101.8 −×−  6.61 

50 
75 26108.3 −×−  26103.3 −×  14106.2 −×  15102.1 −×−  6.61 
70 26103.7 −×−  25104.1 −×  13107.1 −×  15105.8 −×−  8.02 

100 
75 27108.7 −×−  26104.2 −×  14107.2 −×  15103.1 −×−  8.02 
70 31106.1 −×−  32109.7 −×  13107.1 −×  15106.8 −×−  8.97 

200 
75 33107.1 −×−  32107.1 −×− 14107.2 −×  15103.1 −×−  8.97 
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表(十一) 二行程無迴流裝置內管進外管出模型以式(B4)之泰勒展開

式收斂情形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.148 -1.524 0.09 
1 

3 -0.012 -0.001 0.09 
2 4100.5 −×−  4108.3 −×  2.34 

10 
3 6105.5 −×−  5107.3 −×  2.34 
2 13106.1 −×  15106.7 −×−  6.62 

50 
3 13100.1 −×  13100.1 −×−  6.62 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  8.04 

100 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  8.04 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  8.99 

200 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  8.99 

 

表(十二) 二行程無迴流裝置外管進內管出模型以式(B4)之泰勒展開

式收斂情形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.148 -1.524 0.36 
1 

3 -0.012 -0.001 0.36 
2 4100.5 −×−  4108.3 −×  4.39 

10 
3 6105.5 −×−  5107.3 −×  4.39 
2 13106.1 −×  15106.7 −×−  8.09 

50 
3 13100.1 −×  13100.1 −×−  8.09 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  9.00 

100 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  9.00 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  9.56 

200 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  9.56 
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表(十三) 末端出口內管進內管出模型以式(B4)之泰勒展開式收斂情

形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.148 -1.524 0.69 
1 

3 -0.012 -0.001 0.69 
2 4100.5 −×−  4108.3 −×  1.45 

10 
3 6105.5 −×  5107.3 −×−  1.45 
2 13106.1 −×  151068.7 −×−  4.28 

50 
3 13100.1 −×  13100.1 −×−  4.28 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  5.98 

100 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  5.98 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  7.51 

200 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  7.51 

 

表(十四) 末端出口外管進外管出模型以式(B4)之泰勒展開式收斂情

形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.069 -0.687 0.42 
1 

3 -0.002 0.002 0.42 
2 10102.2 −×−  12100.4 −×−  3.22 

10 
3 8104.1 −×−  8108.1 −×−  3.22 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  6.88 

50 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  6.88 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  8.18 

100 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  8.18 
2 13107.1 −×  15106.8 −×−  9.07 

200 
3 13103.2 −×  14109.6 −×−  9.07 
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表(十五) 出口迴流至末端內管進外管出模型以式(B4)之泰勒展開式

收斂情形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.069 -0.687 0.18 
1 

3 -0.002 0.002 0.18 
2 10102.2 −×−  12100.4 −×−  2.03 

10 
3 8104.1 −×−  8108.1 −×−  2.03 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  5.86 

50 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  8.86 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  7.46 

100 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  7.46 
2 13107.1 −×  15106.8 −×−  8.62 

200 
3 13103.2 −×  14109.6 −×−  8.62 

 

表(十六) 出口迴流至末端外管進內管出模型以式(B4)之泰勒展開式

收斂情形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.148 -1.524 0.55 
1 

3 -0.012 -0.001 0.55 
2 4100.5 −×−  4108.3 −×  4.45 

10 
3 6105.5 −×  5107.3 −×−  4.45 
2 13106.1 −×  151068.7 −×−  8.07 

50 
3 13100.1 −×  13100.1 −×−  8.07 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  8.99 

100 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  8.99 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  9.55 

200 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  9.55 
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表(十七) 末端迴流至入口內管進外管出模型以式(B4)之泰勒展開式

收斂情形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.148 -1.524 0.16 
1 

3 -0.012 -0.001 0.16 
2 4100.5 −×−  4108.3 −×  2.44 

10 
3 6105.5 −×  5107.3 −×−  2.44 
2 13106.1 −×  151068.7 −×−  6.61 

50 
3 13100.1 −×  13100.1 −×−  6.61 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  8.03 

100 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  8.03 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  8.98 

200 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  8.98 

 

表(十八) 末端迴流至入口外管進內管出模型以式(B4)之泰勒展開式

收斂情形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.069 -0.687 0.23 
1 

3 -0.002 0.002 0.23 
2 10102.2 −×−  12100.4 −×−  2.33 

10 
3 8104.1 −×−  8108.1 −×−  2.33 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  6.34 

50 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  6.34 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  7.84 

100 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  7.84 
2 13107.1 −×  15106.8 −×−  8.87 

200 
3 13103.2 −×  14109.6 −×−  8.87 
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表(十九) 內外等體積內管進外管出模型以式(B4)之泰勒展開式收斂

情形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.069 -0.687 0.16 
1 

3 -0.002 0.002 0.16 
2 10102.2 −×−  12100.4 −×−  2.24 

10 
3 8104.1 −×−  8108.1 −×−  2.24 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  6.07 

50 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  6.07 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  7.61 

100 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  7.61 
2 13107.1 −×  15106.8 −×−  8.72 

200 
3 13103.2 −×  14109.6 −×−  8.72 

 

表(二十) 內外等體積外管進內管出模型以式(B4)之泰勒展開式收斂

情形當 2=N 和 3=N 於 5.0=κ 且 1=M 。 

 

Gz  N  ( )7.02bθ  ( )7.03bθ  Nu  

2 0.069 -0.687 0.25 
1 

3 -0.002 0.002 0.25 
2 10102.2 −×−  12100.4 −×−  2.69 

10 
3 8104.1 −×−  8108.1 −×−  2.69 
2 13107.1 −×  15101.8 −×−  6.61 

50 
3 13105.1 −×  13102.1 −×−  6.61 
2 13107.1 −×  15105.8 −×−  8.02 

100 
3 13100.2 −×  13100.1 −×−  8.02 
2 13107.1 −×  15106.8 −×−  8.97 

200 
3 13103.2 −×  14109.6 −×−  8.97 
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4.1 二行程無迴流模型之結果討論 

(A) 內管進外管出 

二行程無迴流型式之中，影響熱傳效率的主要因素為流體於各個

管道中的流速，內管中的流體被加熱的隔板位置與格拉茲數。以無因

次管壁溫度對軸向截面位置作圖，如圖(4.1-1)，結果得知，在固定隔

板位置時，無因次管壁溫度隨著格拉茲數增加(即管道愈短或流量愈

大)而變小，因為流體在管道中流速增加，熱傳係數變大，使得溫度

梯度降低。如果當隔板位置越接近外管，則外管變小，故流體流經外

管的流速增加，所以在固定格拉茲數之下，在 7.0=κ 時，則外管管壁

溫度較低。與單行程系統做比較，可知當在 10=Gz 時，管壁溫度和

單行程系統溫度差不多，但在 100=Gz 時，管壁溫度低於單行程系

統，且隨著格拉茲數增加則管壁溫度趨於平緩。 

圖(4.1-2)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越接近

外管或格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大，圖(4.1-3)以平均

納塞數對格拉茲數作圖，當格拉茲數 10>Gz 的情況下，相較於單行

程系統其熱傳效率提升均有顯著的改善，且熱傳效率隨著隔板位置越

接近外管而升高。將此二行程無迴流型式系統與單行程系統作比較，

如圖(4.1-5)及表(二十一)可知，在隔板位置 4.0>κ 且 10>Gz 時，熱傳

效率增加百分比為正，亦即雙套管加熱系統對於熱傳效率之改善為一
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可行且具高熱傳效率的設計；圖(4.1-4)以平均納塞數對隔板位置作

圖，可發現當隔板位置κ 越接近外管，則平均納塞數越高，且隨著格

拉茲數增加趨勢越明顯。 

(B) 外管進內管出 

此迴流型式之系統與內管進外管出之系統，結果的趨勢大致相

同。其影響加熱效果的主要因素為流體於各管道中的流速，故隔板的

位置與格拉茲數為影響熱傳效率之重要因素。以無因次管壁溫度對軸

向截面位置作圖，如圖(4.1-6)，顯示外管壁溫度隨著格拉茲數變大而

降低但對於軸向位置之變化情形則因為流動方向的相反而與內進外

出無迴流系統相異。 

圖(4.1-7)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越接近

外管或格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 

另外，平均納塞數之定義可知，平均納塞數和熱傳效率百分比皆

與平均管壁溫度有關，故由圖(4.1-8)、圖(4.1-10)，可看出其趨勢和定

義一樣與管壁溫度之趨勢成反比；圖(4.1-9)以平均納塞數對隔板位置

作圖，可發現當隔板位置κ 越接近外管，則平均納塞數越高，且隨著

格拉茲數增加趨勢越明顯。由圖(4.1-10)及表(二十二)可知 10>Gz 時，

熱傳效率增加百分比皆為正，亦即雙套管加熱系統對於熱傳效率之改

善為一可行且具高熱傳效率的設計。 
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圖(4.1-4)  二行程無迴流裝置內管進外管出，隔板位置與平均納塞數
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圖(4.1-5)  二行程無迴流裝置內管進外管出，格拉茲數與熱傳效率百

分比於不同隔板位置之關係。 
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圖(4.1-8)  二行程無迴流裝置外管進內管出，格拉茲數與平均納塞數

於不同隔板位置之關係。 
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圖(4.1-9)  二行程無迴流裝置外管進內管出，隔板位置與平均納塞數

於不同格拉茲數之關係。 

 



 77

 
 

 

300
I h (%

)

250
 

 

   κ = 0.3
   κ = 0.4
   κ = 0.5
   κ = 0.6
   κ = 0.7

150 200100501
Gz

1

200

150

100

50

0

-50

-100

 

圖(4.1-10)  二行程無迴流裝置外管進內管出，格拉茲數與熱傳效率百

分比於不同隔板位置之關係。 
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表(二十一) 二行程無迴流裝置內管進外管出模型以隔板位置為參數

之熱傳效率增加百分比 

 
 

hI ( )%  κ  

Gz  0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
1 -87.58 -88.91 -90.57 -90.17 -89.67 
10 -29.41 -29.70 -12.85 -12.41 -11.56 

100 56.53 77.39 104.60 141.76 195.71 
200 65.48 90.07 122.99 169.57 240.78 

 
 
 

表(二十二) 二行程無迴流裝置外管進內管出模型以隔板位置為參數

之熱傳效率增加百分比 

 
 

hI ( )%  κ  

Gz  0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
1 -39.85 -45.47 -46.28 -63.57 -71.01 
10 32.80 42.26 102.63 118.43 139.19 

100 74.07 100.11 134.78 183.56 257.52 
200 74.93 102.49 139.78 193.42 277.31 
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4.2 末端出口模型之結果討論 

(A) 內管進內管出 

對於雙套管熱傳系統而言，加入迴流裝置，會產生流速增加及預

混效應兩種影響，其中流速增加會使熱傳係數增大，增進熱傳效率，

但預混效應會降低熱傳驅動力(溫度差降低)，所以影響熱傳效率的主

要因素即是此兩種效應相互競爭的結果。如圖(4.2-1)所示，無因次入

口溫度，當迴流比值愈大，溫度越高，預混效應越大，但隨著格拉茲

數增加及隔板位置越接近外管，無因次入口溫度會降低。 

由圖(4.2-2)及(4.2-3)，可知當在 10=Gz 時，管壁溫度平均略高於

單行程系統溫度，但在 100=Gz 時，管壁溫度低於單行程系統，由此

可知，隨著格拉茲數增加、迴流比變大或隔板位置越接近外管，無因

次管壁溫度會降低。 

圖(4.2-4)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越接近

外管或格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 

圖(4.2-5)以平均納塞數對格拉茲數作圖，並以單行程無隔板系統

為比較基準。當格拉茲數越大的情況下，相較於單行程系統其熱傳效

率提升均有顯著的改善，且熱傳效率隨著隔板位置變大而升高，此

外，當固定隔板位置加上不同迴流比值時，會有不同的熱傳效率，而

結果顯示迴流比值越大，熱傳效率增加。將此迴流型式系統與單行程
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系統作比較，如圖(4.2-7)及表(二十三)所示，在所有不同隔板位置κ 及

迴流比，在 60>Gz 之後效率增加百分比皆為正，亦即此加熱系統對

於熱傳效率之改善為一可行且具高熱傳效率的設計；圖(4.2-6)以平均

納塞數對隔板位置作圖，可發現當隔板位置κ 越接近外管，則平均納

塞數越高，且隨著格拉茲數增加趨勢越明顯。 

(B) 外管進外管出 

外管進外管出的流動型式與前一節的入口位置有所不同，在圖

(4.2-8)中，在不同隔板位置以無因次入口混合溫度對不同的迴流比值

時，隨著格拉茲數增加，經由內層套管迴流至入口混合後之無因次入

口溫度會降低。且在固定格拉茲數之下，結果顯示在迴流比越大或隔

板位置越接近內管，入口混合溫度越大。 

對於無因次管壁溫度部分，如圖(4.2-9)和圖(4.2-10)所示，由於外

層套管同時接受管壁熱通量及隔板間的熱傳導，故溫度隨著 ξGz 增加

而升高。而與單行程系統做比較，可知當在 10=Gz 時，管壁溫度與

單行程系統溫度差不多，但由圖(4.2-9)之結果顯示在 100=Gz 時，管

壁溫度明顯低於單行程系統。由以上結果結果顯示，隨著格拉茲數增

加或隔板位置越接近外管，無因次管壁溫度會降低。由圖(4.2-10)迴

流比對管壁溫度的影響則因為預混效應，迴流比越大，入口溫度升

高，管壁溫度隨之越高。 
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圖(4.2-11)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越接近

外管或格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 

圖(4.2-12)以平均納塞數對格拉茲數作圖，並以單行程無隔板系統

為比較基準。當格拉茲數越大的情況下，相較於單行程系統其熱傳效

率提升均有顯著的改善，且熱傳效率隨著隔板位置越接近外管而升

高，此外，結果顯示迴流比值越大，熱傳效率降低。將此迴流型式系

統與單行程系統作比較，如圖(4.2-14)及表(二十四)所示，可知在所有

不同隔板位置κ 及迴流比之下不同格拉茲數之效率提昇率的變化，大

約在 30>Gz 之後所有組合之效率增加百分比皆為正，此故顯示為一

可行且具高熱傳效率的設計；圖(4.2-13)以平均納塞數對隔板位置作

圖，可發現當隔板位置κ 越接近外管，則平均納塞數越高，且隨著格

拉茲數增加趨勢越明顯。 
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圖(4.2-1) 末端出口內管進內管出模型，格拉茲數與迴流混合溫度於

不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.2-5) 末端出口內管進內管出模型，格拉茲數與平均納塞數於不

同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.2-6)  末端出口內管進內管出模型，隔板位置與平均納塞數於不

同格拉茲數之關係。 
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圖(4.2-12) 末端出口外管進外管出模型，格拉茲數與平均納塞數於不

同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.2-13)  末端出口外管進外管出模型，隔板位置與平均納塞數於不

同格拉茲數之關係。 



 95

 
 

 

300
I h (%

)

   M = 1
   M = 5

κ = 0.7

κ = 0.5

κ = 0.3

250

200

150

100

50

0

-50

-100

 

150 200100501

Gz  

圖(4.2-14)  末端出口外管進外管出模型，格拉茲數與熱傳效率百分比

於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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表(二十三) 末端出口內管進內管出模型以迴流比值及隔板位置為參

數之熱傳效率增加百分比 

 
 

1=M  5=M  
hI ( )%  

κ  κ  
Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 
1 -52.57 -48.76 -51.18 -66.80 -64.97 -63.14 

10 -45.34 -32.91 -24.81 -22.65 -16.82 -9.84 
100 25.73 55.96 105.87 42.27 80.80 146.95
200 45.46 88.58 167.80 56.71 107.12 203.48

 
 
 

表(二十四) 末端出口外管進外管出模型以迴流比值及隔板位置為參

數之熱傳效率增加百分比 

 
 

1=M  5=M  
hI ( )%  

κ  κ  
Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 
1 -29.89 -36.31 -15.31 -55.51 -57.29 -52.32 

10 27.01 48.63 69.82 -5.70 4.47 13.92 

100 54.19 113.45 208.45 45.09 96.27 174.88

200 59.80 127.63 246.93 54.64 117.31 224.46
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4.3 出口迴流至末端模型之結果討論 

(A) 內管入外管出 

雙套管出口迴流至末端之模型中，首先，討論管末端外層無因次

進口溫度的變化，而影響此混合溫度的變化主要關係著迴流流體溫度

與內管管末端溫度兩種效應相互競爭的結果。如圖(4.3-1)所示，以無

因次混合溫度對格拉茲數作圖，結果得知，隨著格拉茲數增加及隔板

位置越小，迴流至管末端之混合溫度會降低。 

管壁溫度部分，如圖(4.3-2)和圖(4.3-3)所示，因為加熱段在於外

層套管，流體經由外層套管同時接受管壁熱通量及隔板間的熱傳導，

故溫度隨著 ξGz 減少而升高。而與單行程系統做比較的話，由圖(4.3-2)

可知在 10=Gz 時，管壁溫度略高於單行程系統溫度，但在 100=Gz

時，管壁溫度明顯低於單行程系統。由以上結果顯示，隨著格拉茲數

增加或隔板位置越接近外管，無因次管壁溫度會降低。 

圖(4.3-4)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越接近

外管或格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 

圖(4.3-5)以平均納塞數對格拉茲數作圖，並以單行程無隔板系統

為比較基準。當格拉茲數越大的情況下，相較於單行程系統其熱傳效

率提升均有顯著的改善，且熱傳效率隨著隔板位置變大或迴流比值越

小而升高。將此迴流型式系統與單行程系統作比較，如圖(4.3-7)及表
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(二十五)所示，在所有不同隔板位置κ 及迴流比，在 30>Gz 之下效率

增加百分比皆為正；圖(4.3-6)以平均納塞數對隔板位置作圖，可發現

當隔板位置κ 越接近外管，則平均納塞數越高，且隨著格拉茲數增加

趨勢越明顯。 

(B) 外管入內管出 

外管進內管出的流動型式與前一小節差別除了入口位置有所不

同之外，和迴流有影響的通道也由外管變成內管。如圖(4.3-7)所示，

以無因次混合溫度對格拉茲數作圖，在迴流比值愈小，內管管末端溫

度越高，且隨著迴流比值增加、格拉茲數增加及隔板位置越接近內

管，所以內層出口之溫度降低，故迴流至管末端之混合溫度會降低。 

在無因次管壁溫度部分，如圖(4.3-9)和圖(4.3-10)所示，經由外層

套管同時接受管壁熱通量及隔板間的熱傳導，故溫度隨著 ξGz 增加而

升高。而與單行程系統做比較，由圖(4.3-9)可知在 10=Gz 時，管壁溫

度略低於單行程系統溫度，但在 100=Gz 時，管壁溫度明顯低於單行

程系統。由圖(4.3-10)因為此型式之迴流只有對內管會有影響，故外

管管壁溫度不受迴流大小的影響，所以隨著格拉茲數增加或隔板位置

越大，無因次管壁溫度會降低。 

圖(4.3-11)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越接近

外管或格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 



 99

 

前面已經有討論到此迴流型式的管壁溫度與迴流比無關，如圖

(4.3-12)所示，納塞數確實與迴流比的變化無關。當格拉茲數越大的

情況下，相較於單行程系統其熱傳效率提升均有顯著的改善，且熱傳

效率隨著隔板位置變大而升高。將此迴流型式系統與單行程系統作比

較表，如圖(4.3-14)及表(二十六)所示，可知在所有不同隔板位置κ 及

迴流比之下不同格拉茲數之效率提昇率的變化，在 10>Gz 之後所有

組合之效率增加百分比皆為正；圖(4.3-13)以平均納塞數對隔板位置

作圖，可發現當隔板位置κ 越接近外管，則平均納塞數越高，且隨著

格拉茲數增加趨勢越明顯。 
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圖(4.3-1) 出口迴流至末端內管進外管出模型，格拉茲數與迴流混合

溫度於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.3-5) 出口迴流至末端內管進外管出模型，格拉茲數與平均納塞

數於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.3-6)  出口迴流至末端內管進外管出模型，隔板位置與平均納塞

數於不同格拉茲數之關係。 
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圖(4.3-7)  出口迴流至末端內管進外管出模型，格拉茲數與熱傳效率

百分比於不同迴流比及隔板位置之關係。 



 107

 
 

 

20

15

10

5

0
150 20010050

M = 1

   κ = 0.3
   κ = 0.5
   κ = 0.7

M = 5

1
Gz

φ a(
ξ 

= 
1 
)

 

圖(4.3-8) 出口迴流至末端外管進內管出模型，格拉茲數與迴流混合

溫度於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.3-12) 出口迴流至末端外管進內管出模型，格拉茲數與平均納塞

數於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.3-13)  出口迴流至末端外管進內管出模型，隔板位置與平均納塞

數於不同格拉茲數之關係。 



 113

 
 

 

300
I h (%

)

   M = 1
   M = 5

κ = 0.7

κ = 0.5

κ = 0.3

250

200

150

100

50

0

-50

-100

 

150 200100501

Gz
 

圖(4.3-14)  出口迴流至末端外管進內管出模型，格拉茲數與熱傳效率

百分比於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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表(二十五) 出口迴流至末端內管進外管出以迴流比值及隔板位置為

參數之熱傳效率增加百分比 

 
 

1=M  5=M  
hI ( )%  

κ  κ  
Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 
1 -82.46 -85.24 -85.53 -75.35 -77.10 -77.46 

10 -49.10 -44.00 -44.40 -43.04 -39.69 -37.29 

100 49.46 92.85 171.98 45.27 86.13 159.29 

200 61.89 116.48 225.22 58.76 111.08 213.85 
 
 
 

表(二十六) 出口迴流至末端外管進內管出以迴流比值及隔板位置為

參數之熱傳效率增加百分比 

 
 

1=M  5=M  
hI ( )%  

κ  κ  
Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 
1 -17.76 -16.82 -28.69 -10.89 -9.99 -15.35 

10 68.94 95.00 133.76 69.13 96.40 137.71

100 73.88 134.52 257.28 73.76 134.36 257.12

200 74.84 139.64 277.15 74.77 139.55 277.04
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4.4 末端迴流至入口模型之結果討論 

(A) 內管入外管出 

雙套管末端迴流至入口模型中，由內管末端將流體迴流至入口處

在預混效應與前面幾節的型式相較起來略不明顯，如圖(4.4-1)所示。

而迴流比值或隔板位置大小的改變，對於混合後無因次入口溫度的影

響雖不像前面幾節所討論的那麼明顯，但實際上還是有些微的影響，

在 50<Gz 時隨著格拉茲數增加及隔板位置越接近內管，迴流至管入

口之混合溫度會降低，且隨迴流比值增加，入口混合溫度會升高。而

在 50>Gz 後迴流比值及隔板位置的改變對於入口混合溫度則無明顯

變化，但隨著格拉茲數增加，入口溫度還是會些微降低。 

管壁溫度部份，如圖(4.4-2)和圖(4.4-3)所示，結果顯示，因為加

熱段在於外層套管，再加上迴流主要影響內管部分，所以迴流比沒直

接影響到管壁溫度的變化，因此流體經由外層套管就單純接受管壁熱

通量及隔板間的熱傳導，溫度隨著 ξGz 減少而升高。隨著格拉茲數增

加或隔板位置越大，無因次管壁溫度會降低。而與單行程系統做比

較，由圖(4.4-2)可知在 10=Gz 時，平均管壁溫度與單行程系統溫度差

不多，但在 100=Gz 時，管壁溫度明顯低於單行程系統。 

圖(4.4-4)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越接近

外管或格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 
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圖(4.4-5)以平均納塞數對格拉茲數作圖，並以單行程無隔板系統

為比較基準。當格拉茲數越大的情況下，相較於單行程系統其熱傳效

率提升均有顯著的改善，且熱傳效率隨著隔板位置變大而升高。而在

本節前面已提到過迴流主要影響內管部分，所以迴流比的大小沒直接

影響到管壁溫度的變化，將此迴流型式系統與單行程系統作比較，如

圖(4.4-7)及表(二十七)所示，在所有不同隔板位置κ 及迴流比，在

10>Gz 效率增加百分比皆為正；圖(4.4-6)以平均納塞數對隔板位置作

圖，可發現當隔板位置κ 越接近外管，則平均納塞數越高，且隨著格

拉茲數增加趨勢越明顯。 

(B) 外管入內管出 

此迴流系統在進料改為外層套管，混合後無因次入口溫度與內管

進外管出相較之下變化更小，當 5=M ，入口混合溫度對隔板位置的

變化無明顯改變，如圖(4.4-8)所示。由結果顯示，迴流比值越大，入

口混合溫度越高，所以此迴流系統預混效可能比流速增加而使熱傳係

數增大來的重要。 

至於無因次管壁溫度部分，如圖(4.4-9)和圖(4.4-10)所示，外層套

管同時接受管壁熱通量及隔板間的熱傳導，故溫度隨著 ξGz 增加而升

高。而與單行程系統做比較的話，由圖(4.4-9)可知在 10=Gz 時，管壁

溫度略高於單行程系統溫度，但在 100=Gz 時，管壁溫度明顯低於單
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行程系統。所以隨著格拉茲數增加或隔板位置越接近外管，無因次管

壁溫度會降低。 

圖(4.4-11)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越大或

格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 

圖(4.4-12)以平均納塞數對格拉茲數作圖，並以單行程無隔板系統

為比較基準。當格拉茲數越大的情況下，相較於單行程系統其熱傳效

率提升均有顯著的改善，且熱傳效率隨著隔板位置變大及迴流比變小

而升高，將此迴流型式系統與單行程系統對作比較，如圖(4.4-14)及

表(二十八)所示，在不同隔板位置κ 及迴流比，在 30>Gz 效率增加百

分比皆為正；圖(4.4-13)以平均納塞數對隔板位置作圖，可發現當隔

板位置κ 越大，則平均納塞數越高，且隨著格拉茲數增加趨勢越明顯。 
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圖(4.4-1) 末端迴流至入口內管進外管出模型，格拉茲數與迴流混合

溫度於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.4-5) 末端迴流至入口內管進外管出模型，格拉茲數與平均納塞

數於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.4-6)  末端迴流至入口內管進外管出模型，隔板位置與平均納塞

數於不同格拉茲數之關係。 
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圖(4.4-7)  末端迴流至入口內管進外管出模型，格拉茲數與熱傳效率

百分比於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.4-8) 末端迴流至入口外管進內管出模型，格拉茲數與迴流混合

溫度於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.4-12) 末端迴流至入口外管進內管出模型，格拉茲數與平均納塞

數於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.4-13) 末端迴流至入口外管進內管出模型，隔板位置與平均納塞

數於不同格拉茲數之關係。 
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圖(4.4-14)  末端迴流至入口外管進內管出模型，格拉茲數與熱傳效率

百分比於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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表(二十七) 末端迴流至入口內管進外管出以迴流比值及隔板位置為

參數之熱傳效率增加百分比 

 
 

1=M  5=M  
hI ( )%  

κ  κ  
Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 
1 -72.94 -68.64 -68.46 -69.56 -63.93 -63.34 

10 5.48 11.08 17.97 6.78 13.66 22.18 

100 59.35 109.47 205.00 59.27 109.37 204.97

200 66.92 125.48 245.49 66.87 125.41 245.42
 
 
 

表(二十八) 末端迴流至入口外管進內管出以迴流比值及隔板位置為

參數之熱傳效率增加百分比 

 
 

1=M  5=M  
hI ( )%  

κ  κ  
Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 
1 -66.34 -67.99 -68.43 -65.69 -65.43 -65.07 

10 -1.50 5.11 13.57 -16.24 -9.53 -0.94 

100 56.68 104.62 193.95 47.35 89.51 165.47

200 65.50 122.75 238.53 59.89 113.01 217.84
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4.5 內外等體積流動模型之結果討論 

(A) 內管入外管出 

雙套管內外等體積流動之系統中，流體於出口處以體積流量MV

迴流至入口處，所以，內外管的體積流率均為 VM )1( + ，當流體為內

管進外管出時，迴流至入口的流體可產生預混效應及增加流速，如圖

(4.5-1)所示，入口混合溫度隨著迴流比值增加而升高，且在固定迴流

比值及格拉茲數時，改變隔板位置並不會影響入口混合溫度的變化。 

至於管壁溫度部分，如圖(4.5-2)和圖(4.5-3)所示，溫度隨著 ξGz 減

少而升高。而與單行程系統做比較的話，由圖(4.5-2)可知在 10=Gz

時，平均管壁溫度與單行程系統溫度差不多，但在 100=Gz 時，管壁

溫度明顯低於單行程系統，由以上結果顯示，隨著格拉茲數增加或隔

板位置越接近外管，無因次管壁溫度會降低。 

圖(4.5-4)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越接近

外管或格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 

圖(4.5-5)以平均納塞數對格拉茲數作圖，並以單行程無隔板系統

為比較基準。當格拉茲數越大的情況下，相較於單行程系統其熱傳效

率提升均有顯著的改善，且熱傳效率隨著隔板位置變大而升高。將此

迴流型式系統與單行程系統對作比較，如圖(4.5-7)及表(二十九)所
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示，在所有不同隔板位置κ 及迴流比，在 30>Gz 效率增加百分比皆

為正；圖(4.5-6)以平均納塞數對隔板位置作圖，可發現當隔板位置κ 越

接近外管，則平均納塞數越高，且隨著格拉茲數增加趨勢越明顯。 

(B) 外管入內管出 

此迴流系統在進料改為外層套管，外管入內管出的迴流型式與前

一節一樣，只是流體流動方向相反。但是，無因次混合入口溫度所得

到的結果卻是相似的，如圖(4.5-8)所示，入口混合溫度隨著迴流比值

增加而升高，且在固定迴流比值及格拉茲數時，改變隔板位置並不會

影響入口混合溫度的變化。 

管壁溫度部分，如圖(4.5-9)和圖(4.5-10)所示，經由外層套管同時

接受管壁熱通量及隔板間的熱傳導，流體溫度隨著 ξGz 增加而升高。

而與單行程系統做比較的話，由圖(4.5-9)可知在 10=Gz 時，管壁溫度

略高於單行程系統溫度，但在 100=Gz 時，管壁溫度明顯低於單行程

系統。隨著格拉茲數增加或隔板位置越接近外管，無因次管壁溫度會

降低。 

圖(4.5-11)以納塞數對軸向位置做圖，可發現當隔板位置κ 越大或

格拉茲數增加時，其納塞數震盪情形會越大。 

圖(4.5-12)以平均納塞數對格拉茲數作圖，並以單行程無隔板系統

為比較基準。熱傳效率隨著隔板位置變接近外管及格拉茲數越大而升
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高。將此迴流型式系統與單行程系統作比較，如圖(4.5-14)及表(三十)

所示，在所有不同隔板位置κ 及迴流比，在 30>Gz 效率增加百分比

皆為正，熱傳效率才能有效改善；圖(4.5-13)以平均納塞數對隔板位

置作圖，可發現當隔板位置κ 越接近外管，則平均納塞數越高，且隨

著格拉茲數增加趨勢越明顯。 
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圖(4.5-1) 內外等體積內管進外管出模型，格拉茲數與迴流混合溫度

於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.5-5) 內外等體積內管進外管出模型，格拉茲數與平均納塞數於

不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.5-6) 內外等體積內管進外管出模型，隔板位置與平均納塞數於

不同格拉茲數之關係。 
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圖(4.5-7)  內外等體積內管進外管出模型，格拉茲數與熱傳效率百分

比於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.5-8) 內外等體積外管進內管出模型，格拉茲數與迴流混合溫度

於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.5-12) 內外等體積外管進內管出模型，格拉茲數與平均納塞數於

不同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(4.5-13) 內外等體積外管進內管出模型，隔板位置與平均納塞數於

不同格拉茲數之關係。 
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圖(4.5-14)  內外等體積外管進內管出模型，格拉茲數與熱傳效率百分

比於不同迴流比及隔板位置之關係。 
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(二十九) 內外等體積內管進外管出以迴流比值及隔板位置為參數之

熱傳效率增加百分比 

 
 

1=M  5=M  
hI ( )%  

κ  κ  
Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 
1 -71.77 -70.68 -72.59 -63.14 -63.22 -63.35 

10 -5.20 1.81 9.91 -11.98 -5.01 3.03 

100 53.10 98.53 180.83 49.21 91.94 167.35

200 63.34 118.80 229.00 61.01 114.57 219.12
 
 
 

表(三十) 內外等體積外管進內管出以迴流比值及隔板位置為參數之

熱傳效率增加百分比 

 
 

1=M  5=M  
hI ( )%  

κ  κ  
Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 
1 -60.07 -62.42 -65.22 -61.01 -61.11 -61.27 

10 11.07 21.12 32.70 -7.98 -0.41 8.29 

100 59.52 109.14 201.22 51.19 95.13 173.25

200 67.05 125.28 242.81 62.19 116.61 223.35
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4.6 增加的能源消耗問題 

當我們尋求熱傳效率提升的同時，也要考慮能源消耗的問題。為

了增加熱傳效率而付出更多的能源成本是否符合經濟效益則是本節

所要探討的問題。首先我們先考慮單行程無隔板系統的狀況，由式

(3.7.1)之定義，吾等假設一裝置規格與流體性質如下： m .L 21= ，

m .R 20= 及 s/mV 34101 −×= ， smkg. ⋅×= −410948μ ，

308997 mkg.=ρ 的水，由這些數值可以計算出單行程的能量損耗為 

hpWhVP fs
118

0,0 1029.2 1071.1 −− ×=×== ρ   (4.6.1) 

於本節將計算以上各種不同隔板位置及不同迴流比值下與單行程系

統能源之間的差異，依式(3.7.9)至(3.7.14)定義的可得不同迴流比值及

隔板位置的能源損耗百分比如表(三十一)至表(三十六)所示。 

而由結果顯示二行程無迴流系統在 10.=κ 時能產生最大的 pI 為

410 ，故在所有型式中所能產生最大能源消耗增加量為 

7114
0 102921029210 −− ×=××=× ..PI p    (4.6.2) 

由式(4.6.2)可知在此能源消耗的問題可忽略。 
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表(三十一) 二行程無迴流裝置系統內管進外管出與外管進內管出不

同隔板位置的能源消耗增加率 

 
 

κ  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

pI  10000 625 124 41 20 16 24 70 526 

 
 
 

表(三十二) 末端出口內管進內管出模型不同迴流比值及隔板位置的

能源消耗增加率 

 
 

pI  
M 

3.0=κ  5.0=κ  7.0=κ  

1.0 495 68 37 

5.0 4499 708 693 
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表(三十三) 末端出口外管進外管出模型不同迴流比值及隔板位置的

能源消耗增加率 

 
 

pI  
M 

3.0=κ  5.0=κ  7.0=κ  

1.0 131 36 90 

5.0 3166 591 887 

 
 
 

表(三十四) 出口迴流至末端內管進外管出系統與末端迴流至入口外 

管進內管出系統不同迴流比值及隔板位置的能源消耗增

加率 

 

 

pI  
M 

3.0=κ  5.0=κ  7.0=κ  

1.0 131 36 90 

5.0 203 207 787 
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表(三十五) 出口迴流至末端外管進內管出系統與末端迴流至入口內 

管進外管出系統不同迴流比值及隔板位置的能源消耗增

加率 

 

 

pI  
M 

3.0=κ  5.0=κ  7.0=κ  

1.0 495 68 37 

5.0 4445 580 170 

 
 
 

表(三十六) 內外等體積內管進外管出系統與內外等體積外管進內 

管出系統不同迴流比值及隔板位置的能源消耗增加率 

 

 

pI  
M 

3.0=κ  5.0=κ  7.0=κ  

1.0 501 84 102 

5.0 4524 767 933 
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第五章 

結論與建議 

 

本文主要是探討管壁熱通量為正弦函數於不同之迴流型式之逆

流型套管熱交換器並求其近似解，此系統之數學模型所推導之統制方

程式是屬於共軛格拉茲系統，求解過程中配合弗賓納斯法，求得其無

因次溫度分佈且探討迴流效應對本系統的影響。迴流裝置影響各種型

式主要的因素有預混的效果與流體於管道中的流速，本文將探討格拉

茲數、迴流比值與隔板位置三者對熱傳效率的影響。本研究共分成十

種型式，由前一章結果與討論歸納成以下數點結論： 

 

5.1 二行程無迴流模型內管進外管出與外管進內管出(第一

型與第二型) 

(1) 固定隔板位置時，隨著格拉茲數的增加，無因次管壁溫度隨之降

低，但熱傳效果改善率也隨著格拉茲數而提昇。 

(2) 與單行程系統比較，隨著格拉茲數升高，流體速度增加，在 10>Gz

之後，兩組型式的熱傳效率均明顯提升。 

(3) 隨著κ 值越接近外管，無因次管壁溫度隨之降低，則系統整體的

熱傳效率明顯提昇。 
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5.2 末端出口模型之模型內管進內管出與外管進外管出(第

三型與第四型) 

(1) 固定隔板位置時，隨著格拉茲數的增加，無因次管壁溫度隨之降

低，而熱傳效果改善率值逐漸提升；第三型則隨迴流比增加而管

壁溫度降低，第四型則相反，隨迴流比增加而管壁溫度上升。 

(2) 與單行程系統比較，第三型在 50>Gz 以上的熱傳效率才明顯提

升，且隨著拉茲數增加而提昇。但第四型則在 10>Gz 之後就有

明顯效率提昇。 

(3) 固定迴流比時，第三型和第四型的效率皆隨著κ 值越接近外管而

提昇；固定隔板位置時，第三型則隨迴流比增加而效率提升，第

四型則相反，隨迴流比增加反而效率降低。 

 

5.3 出口迴流至末端模型內管進外管出與外管進內管出(第

五型與第六型) 

(1) 固定隔板位置時，隨著格拉茲數的增加，無因次管壁溫度隨之降

低，而熱傳效果改善率值逐漸提升；第五型則隨迴流比減少而管

壁溫度降低，第六型迴流比值的改變對於管壁溫度則無顯著影

響。 

(2) 與單行程系統比較，第五型在 30>Gz 以上的熱傳效率才明顯提
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升，且隨著拉茲數增加而提昇。但第六型則在 10>Gz 之後就有

明顯效率提昇。 

(3) 固定迴流比時，而在較大格拉茲數時，第五型和第六型的效率皆

隨著κ 值越接近外管而提昇；固定隔板位置時，第五型則隨迴流

比增加而效率降低，第六型則因為迴流影響不在加熱段上，故效

率受迴流比改變影響不大，但第六型的效率略高於第五型。 

 

5.4 末端迴流至入口模型內管進外管出與外管進內管出(第

七型與第八型) 

(1) 固定隔板位置時，隨著格拉茲數的增加，無因次管壁溫度隨之降

低，而熱傳效果改善率值逐漸提升；第七型則因為迴流影響不在

加熱段上，所以管壁溫度不會因為迴流比值的改變而有明顯影

響，第八型則隨迴流比減少而管壁溫度降低。 

(2) 與單行程系統比較，第七型在 10>Gz 之後就有明顯效率提昇。但

第八型則在 30>Gz 以上的熱傳效率才明顯提升。 

(3) 固定迴流比時，在較大格拉茲數時，第七型和第八型皆在κ 值愈

接近外管時效率愈佳；固定隔板位置時，第七型的效率不隨迴流

比的變化有明顯的改變，第八型則隨迴流比增加而效率降低。 
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5.5 內外等體積流動模型內管進外管出與外管進內管出(第

九型與第十型) 

(1) 固定隔板位置時，隨著格拉茲數的增加，無因次管壁溫度隨之降

低，而熱傳效果改善率值逐漸提升。 

(2) 與單行程系統比較，第九型和第十型皆在 30>Gz 之後就有明顯效

率提昇，且隨著拉茲數增加而提昇。 

(3) 固定迴流比時，在較大格拉茲數時，第九型和第十型皆在κ 值愈

接近外管時效率愈佳；固定隔板位置時，第九型及第十型皆隨迴

流比增加而效率降低。 

 

5.6 五種模型之比較 

在經過以上五種模型之個別討論後，接著由效率值比較這十種型

式的熱傳效率，以各種迴流比值及不同的隔板位置對格拉茲數作一比

較。 

在經過以上十種型式之個別討論後，接著我們可以由比較這些模

型的熱傳效率，得到以下幾點結論： 

1. 在管壁熱通量為正弦函數之二行程系統中，加入迴流之

後，效率無明顯增加，反而降低，所以單就效率來看，應

該是第二型最佳。 

2. 加入迴流之後雖然效率會略為降低，但在某些型式中卻能
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有效降低管壁溫度，其中以第六型較明顯。 

3. 在相同迴流型式時，熱傳效率不會因為流體流動方向相反

而有明顯改變，如第一型和第二型、第五型和第八型、第

六型和第七型及第九型和第十型。 

在此系統中的分析除了考慮效率之外，還能選擇溫度較低的操作

系統。在以上的分析考慮中，並非全部的迴流型式都有出現最佳值，

也並非效率最高一定最好，所以在設計及應用，首先需確定想要達到

的溫度目標，再選擇系統的格拉茲數，接著考慮要以多大的迴流比值

與隔板位置，會得到最佳的效率增加率及系統操作溫度。 
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5.7 熱傳效率與能源消耗之比較 

本研究所設計管壁熱通量為正弦函數的熱交換系統，其迴流型式

及隔板位置為系統之設計參數，而迴流比值與流體流速為系統之操作

參數，也因為上述的因素而影響系統的預混效應及流體流速，間接或

直接的影響熱傳效率。然而並非所有的改變對熱量傳送的效果有明顯

的改善，所以本節特別在不同隔板位置及迴流比之下，以 ph II / 對格

拉茲數作圖，由圖(5.1)至圖(5.10)可看到十種不同迴流模型的熱傳效

率與能源消耗的比值。 

我們可藉由此資料來選擇適當的熱交換器，以自己的取向來選擇

真正符合效率的熱交換器系統。例如，二行程無迴流裝置內管進外管

出之模型，如圖(5.1)，我們可以發現在當 10=Gz ，單就效率 hI 值來

考慮是隔板位置κ 越接近外管越好，但如果考慮到能源消耗之後，由

結果來看，反而在 6.0=κ 時效益最好。且由表(三十七)可得知，當

10=Gz 時最佳操作型式為第二型或第六型；而當 100≥Gz 則以第六型

為最佳操作型式，由此得到一個結論，一個系統效率的提昇不單只看

熱傳效率的提昇，更要考慮到此系統能源消耗的問題，所以同時考慮

這兩種關係，才能選擇到真正所需最佳效益的系統。 
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圖(5.1) 二行程無迴流裝置內管進外管出，格拉茲數與 ph II / 於不同

的隔板位置之關係。 
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圖(5.2) 二行程無迴流裝置外管進內管出，格拉茲數與 ph II / 於不同

的隔板位置之關係。 
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圖(5.3) 末端出口內管進內管出模型，格拉茲數與 ph II / 於不同迴流

比及隔板位置之關係。 
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圖(5.4) 末端出口外管進外管出模型，格拉茲數與 ph II / 於不同迴流

比及隔板位置之關係。 
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圖(5.5) 出口迴流至末端內管進外管出模型，格拉茲數與 ph II / 於不

同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(5.6) 出口迴流至末端外管進內管出模型，格拉茲數與 ph II / 於不

同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(5.7) 末端迴流至入口內管進外管出模型，格拉茲數與 ph II / 於不

同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(5.8) 末端迴流至入口外管進內管出模型，格拉茲數與 ph II / 於不

同迴流比及隔板位置之關係。 
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圖(5.9) 內外等體積內管進外管出模型，格拉茲數與 ph II / 於不同迴

流比及隔板位置之關係。 
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圖(5.10) 內外等體積外管進內管出模型，格拉茲數與 ph II / 於不同迴

流比及隔板位置之關係。 
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5.8 未來研究方向 

由本文所提出之問題與其數學模式之理論解，對於未來之工作，

有以下之建議： 

(1) 探討軸向傳導，即擴展格拉茲問題。 

(2) 將此基本理論應用到二行程平板型逆流式熱交換器之研究。 

(3)探討不同邊界條件(如管壁有化學反應熱產生)之情況下的結果。 

(4)當本文理論推導過程之假設，如物性常數不變，忽略軸向熱傳，    

  穩定狀態與層流流動，牛頓流體….等等，不成立時對本系統之  

  影響。 
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表(三十七) 不同隔板位置及迴流比值之最佳操作型式之比較 

 

1=M  5=M  
型式 

κ  κ  

Gz  0.3 0.5 0.7 0.3 0.5 0.7 

1 × × × × × × 

10 第六型 第二型 第二型 第六型 第二型 第二型 

100 二或六 二或六 二或六 二或六 二或六 二或六 

200 二或六 二或六 二或六 二或六 二或六 二或六 

 

註：× 表示其熱傳效率較單行程差 
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附錄(一) 

 

速度分佈式 

 
利用連續方程式與全展流可得 

( ) 0=
∂

∂
z
zu          (A1) 

所以 

( )ruu =           (A2) 

 

再假設流體為牛頓流體，且ρ、μ為常數，由 Navier-Stokes 方程式

得 

 

z
p

r
ur

rr ∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−
μ        (A3) 

 

先求式(3.1.1)內管之速度分佈，其邊界條件為 

 

0=r       finiteua =       (A4) 

Rr κ=      0=au        (A5) 

所以 

 

( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−=
22

1
4 R

r
z
pRrua κμ

κ     (A6) 

求 au 的平均速度 au  
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則 
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同理外管的速度分佈式(3.1.2)的邊界條件為 

 

Rr κ=        0=bu        (A9) 

Rr =        0=bu        (A10) 

 

所以 
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求平均速度 bu  
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附錄(二) 

 

弗賓納斯法求內外通道無因次溫度表示式 
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( ) 00
=

η
ψ
d

d a             (B3) 

( ) 11
=

η
ψ
d
d b             (B4) 

( ) ( )
η
κψ

η
κψ

d
d

d
d ba =           (B5) 

( ) ( )κψκψ ba =            (B6) 

其中，B′與B ′′值如下表所示: 

表(三十八) 不同迴流型式之B′與B ′′值 

 

型式 B′  B ′′  
1(A) B  B  
1(B) B−  B−  
2(A) ( )BM 1+  MB  
2(B) MB−  ( )BM 1+−  
3(A) B  ( )BM 1+  
3(B) ( )BM 1+−  B−  
4(A) ( )BM 1+  B  
4(B) B−  ( )BM 1+−  
5(A) ( )BM 1+  ( )BM 1+  
5(B) ( )BM 1+−  ( )BM 1+−  
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(一) 求內通道級數表示式 

將下列級數代入上式(B1) 

( ) ∑
∞
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整理之後可得: 
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若令 0=r ，則可將式(B10)改寫成 
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當 0=n   0a 為待定            

當 1=n   01 =a              

當 2=n   iaBa 022 8κ
′

=             

當 3=n   03 =a              
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 (二) 求外通道級數表示式 

將下列級數代入式(B2) 
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其中 
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假設取到第二項 
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0

12

n

rn
nbrn η              

( ) ⎢⎣
⎡ −

−
′′

+ ∑∑
∞

=

−+
−

∞

=

−+
−

4

1
4

2

1
22

1 12 n

rn
n

n

rn
n bb

W
B ηη

κ
        

0
2
32

2
1

2

1
2

3

1
3

4

1
42 =⎥⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+ ∑∑∑

∞

=

−+
−

∞

=

−+
−

∞

=

−+
− ibbbW

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n ηηη   

(B21) 
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若令 0=r ，則可將式(B21)改寫成 

∑
∞

=

−

0

12

n

n
nbn η                

( )⎢⎣
⎡ −

−
′′

+ ∑∑
∞

=

−
−

∞

=

−
−

4

1
4

2

1
22

1 12 n

n
n

n

n
n bb

W
B ηη

κ
        

0
2
32

2
1

2

1
2

3

1
3

4

1
42 =⎥⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+ ∑∑∑

∞

=

−
−

∞

=

−
−

∞

=

−
− ibbbW

n

n
n

n

n
n

n

n
n ηηη   

(B22) 

0=n   0b 為待定           

1=n   01 =b             

2=n   ( )( ) ibW
-κW

B-b 022
1

2 32
116

−
′′

=        

3=n   ( ) ibW
W-κ

B-b 02
1

23 19
′′

=           (B23) 

M              

( ) ibWbWbW
nW

Bb nnnn ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
′′−

= −−− 42322222
1 2

112
2
311

12 κ
 (B24) 

定義 

( ) n

n
ana ca 2

0
0 ηηψ ∑

∞

=

= ,  
0

2

a
ac n

an = ,  0≥n    (B25) 

( ) n

n
bnb cb ηηψ ∑

∞

=

=
0

0 ,  
0b
bc n

bn = ,  0≥n    (B26) 

利用邊界條件式(B3)至(B6)可得: 

01 =a              (B27) 

∑
∞

=

=

1

0

1

n
bnnc

b             (B28) 
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∑∑

∑

∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=
∞

=

∞

=

×
==

0

2

1

0

0

2

0
0

0

n

n
an

n
bn

n

n
bn

n

n
an

n

n
bn

cnc

c

c

cb
a

κ

κ

κ

κ
      (B29) 
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附錄(三) 

 

單通道推導 

 
無因次統制方程式如下: 

( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂
∂

=
∂

∂
η
ξηφη

ηηξ
ξηφ

α
η ,1, 00

2
0

LGz
Ru     (C1) 

其中 

( ) ( )2
00 12 ηη −= uu     10 ≦≦η      (C2) 

20 R
Vu
π

=           (C3) 

將式(C2)與式(C3)代入式(C1)，則式(C1)可變為 

( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂
∂

=
∂

∂
−

η
ξηφη

ηηξ
ξηφη ,1,1

2
1 002     (C4) 

 

其無因次群為 

 

R
r

=η ， 
GzL
z
⋅

=ξ ， ( )
Rq
TTk i

0

0
0 ′′

−
=φ ， 

L
VGz

απ
4

= ， GzLB β=  

 (C5) 

且邊界條件為 

 

( ) 0,00 =
∂

∂
η
ξφ           (C6) 

( ) ( )ξ
η
ξφ Bsin1,10 +=

∂
∂         (C7) 
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ηηηφπηφ d
Gz

Ru
VGzF ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫
1,211, 0

2
1

0
0       (C8) 

假設單通道無因次溫度分佈[33]如下: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξηθξηθηθξθξηφ BB cossin, 32100 +++=   (C9) 

將式(C9)代入統制方程式及邊界條件可得: 

 

( ) ( )201 1
2

ηηθ
η
ηθη

η
−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
d
d

d
d            

( ) ( ) ( ) ( )ξηθηη
η
ηθη

η
BB

d
d

d
d sin1

2 3
22

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+       

( ) ( ) ( ) ( ) 0cos1
2 2

23 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ ξηθηη

η
ηθη

η
BB

d
d

d
d

  (C10) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0cos0sin00 321 =++ ξ
η

θξ
η

θ
η

θ B
d
dB

d
d

d
d       (C11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0cos1sin1111 321 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ξ

η
θξ

η
θ

η
θ B

d
dB

d
d

d
d   (C12) 

由式(C10)令 

( ) ( ) 01
2

201 =−−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ηηθ
η
ηθη

η d
d

d
d       (C13) 

( ) ( ) ( ) 01
2 3

22 =−+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ηθηη
η
ηθη

η
B

d
d

d
d

     (C14) 

( ) ( ) ( ) 01
2 2

23 =−−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ηθηη
η
ηθη

η
B

d
d

d
d

     (C15) 

由式(C11)令 

( ) 001 =
η

θ
d
d

           (C16) 
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( ) 002 =
η

θ
d
d

           (C17) 

( ) 003 =
η

θ
d
d

           (C18) 

由式(C12)令 

( ) 111 =
η

θ
d
d

           (C19) 

( ) 112 =
η

θ
d
d

           (C20) 

( ) 013 =
η

θ
d
d

           (C21) 

為了求得 ( )ηθ2 、 ( )ηθ3 假設[33] 

( ) ( ) ( )iηθηθηψ 320 +=         (C22) 

利用式(C22)可將式(C14)、式(C15)、式(C17)、式(C18)、式(C20)

及式(C21)合併成 

( ) ( ) ( ) 01
2 0

20 =−−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ iB
d

d
d
d ηψηη

η
ηψη

η
     (C23) 

( ) 000 =
η

ψ
d

d
           (C24) 

( ) 110 =
η

ψ
d
d

           (C25) 

以下我們將分為兩個部分來求解未知數: 

(一) 求 ( )ηθ 2 與 ( )ηθ3  

將下列級數帶入式(C23) 

( ) ∑
∞

=

+=
0

0
n

rn
na ηηψ            

( ) ( )∑
∞

=

−++=′
0

1
0

n

rn
narn ηηψ           
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( ) ( )( )∑
∞

=

−+−++=′′
0

2
0 1

n

rn
narnrn ηηψ       (C26) 

可得 

( ) ∑∑∑
∞

=

−+
−

∞

=

−+
−

∞

=

−+ =−++
2

1
2

4

1
4

0

12 0
22 n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n aiBaiBarn ηηη   (C27) 

若令 0=r ，則式(C27)可變為 

∑∑∑
∞

=

−
−

∞

=

−
−

∞

=

− =−+
2

1
2

4

1
4

0

12 0
22 n

n
n

n

n
n

n

n
n aiBaiBan ηηη     (C28) 

 

當 0=n  0a 為待定           

當 1=n  01 =a             

當 2=n  iaBa 02 8
=            

當 3=n  03 =a            (C29) 

M              

( )iaa
n

Ba nnn 422222

1
8 −− −=        (C30) 

定義 

( ) n

n
nc

2

0
00 ηληψ ∑

∞

=

=   
0

2

a
ac n

n = , 0≥n    (C31) 

將邊界條件式(C25)代入式(C31)可得 

∑
∞

=

=

1

0

2

1

n
nnc

λ           (C32) 

由式(C31)與(C22)比較可得 ( )ηθ 2 與 ( )ηθ3 。 

 

(二) 求 0θ 與 ( )ηθ1  

將式(C13)積分兩次可得: 
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( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= 21

420
1 ln

16
1

4
1

2
γηγηηθηθ      (C33) 

其中 1γ 與 2γ 為積分常數。 

將式(C33)代回式(C16)與式(C19)可求得 

80 =θ            (C34) 

01 =γ            (C35) 

再由邊界條件式(C8) 

ηηηφπηφ d
Gz

Ru
VGzF ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫
1,211, 0

2
1

0
0         

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 1)cos(118

Gz
B

BGz
     (C36) 

可得 2γ 即 ( )ηθ1 可知。 

即可求得單通道無因次溫度分佈表示式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξηθξηθηθξθξηφ BB cossin, 32100 +++= 。 
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