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一、中文摘要

    我們利用 WKB 的方法來計算質量為
零的 Dirac 場，在 Schwarzschild 空間中準
正常態的頻率。發現代表一個態衰變快慢
的頻率虛數部分，在角動量量子數κ固定
的情形下，會隨態量子數 n 增加而增加。
    準正常態，Schwarzschild 黑洞，WKB
近似

關鍵詞：準正常態、Schwarzschild 黑洞、
WKB 近似

Abstract

    We evaluate the quasi-normal mode 
frequencies of the massless Dirac field in the 
Schwarzschild black hole spacetime using 
the WKB method. We find that the imaginary 
parts of the frequencies, which represent the 
rate of decay of the corresponding modes, 
increase with the mode number n for fixed 
angular momentum number ê.

Keywords: Quasi-normal mode、
Schwarzschild black hole、WKB 
approximation

二、緣由與目的

對於探討自旋粒子的量子效應，最簡
單應該是考慮粒子力學，在這裡我們處理
在 Schwarzschild 黑洞的 Dirac 方程式
[1]。有趣的是最近 Finster，Smoller 和
Yau 對黑洞時空的 Dirac 波函數作了一系
列研究[2]，並發現 Dirac 方程式沒有束縛
態[3]，跟一般原子不一樣，也跟古典的自
旋粒子運動沒有對應。

由 於 Dirac 方 程 式 在
Schwarzschild 黑洞空間沒有束縛態，一個
初始的波函數一定會衰變，一部份會掉進
黑洞的 event horizon，而其他部分會跑到
無限遠。要了解這個衰變的過程，我們會
探討所謂準正常態[4]的現象。而準正常態
的計算則利用 WKB 近似[5]來處理。
    

三、結果和討論

    考慮在一般時空背景下的 Dirac 方程
式
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σi 是 Pauli 矩陣，Γμ為自旋連結
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    在 Schwarzschild 時空中，
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M 是黑洞的質量。這裡把四重軸寫為
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則自旋連結可寫成
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然後 Dirac 方程式變成[1]
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因為這是一個球對稱的問題，Dirac 方程式
可以簡化成
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令 ( )2−=∆ rr ，其中我們取 M=1，κ包括
所有的正整數和負整數，對於正整數項
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我們使用 WKB 近似來計算無質量的 Dirac
場的 quasi-normal 頻率。Radial 方程式為
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此時，E 的 WKB 形式為[6]
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結果列在表 I 中。

表 I:無質量 Dirac quasi-normal 模式的頻率

κ n E (正 ê) E (負κ)
1 0 0.176-0.100i 0.182-0097i
2 0 0.379-0.097i 0.380-0.096i

1 0.345-0.299i 0.356-0.297i
3 0 0.574-0.096i 0.574-0.096i

1 0.556-0.293i 0.557-0.293i
2 0.527-0.497i 0.731-0.490i

4 0 0.767-0.096i 0.767-0.096i
1 0.754-0.291i 0.754-0.291i
2 0.730-0.491i 0.529-0.496i
3 0.700-0.696i 0.701-0.695i

5 0 0.960-0.960i 0.960-0.096i



3

1 0.950-0.290i 0.950-0.290i
2 0.930-0.488i 0.930-0.487i
3 0.904-0.689i 0.904-0.689i
4 0.872-0.894i 0.873-0.894i

我們發現在角動量量子數κ固定的情
形下，頻率虛數部分會隨態量子數 n 增加
而增加，也即代表 n 越大的態，衰變的速
度越快，所以 n 小的態對於描述 Dirac 場後
期的發展最為重要。

四、計劃成果自評

    這裏我們使用 WKB 近似的方法，來
計 算 質 量 為 零 的 Dirac 場 ， 在
Schwarzschild 黑洞時空的準正常態頻
率，並藉此了解 Dirac 場的演變。這方面的
工作可以延伸到有質量的 Dirac 場，或是到
其 他 的 黑 洞 時 空 ， 如 帶 有 電 荷 的
Reissner-Nordstrom 空間和帶有自旋的Kerr
空間。
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