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求解 CVaR 投资组合优化问题之改进 PSO 算法
周世昊 ，倪衍森

（淡江大学管理科学所 ，台北 １０６５０） �

摘 　要 ：　研究了基于 CVaR约束的的最优投资决策问题 ，为避免维数障碍 ，针对 Fredrik提出的 CVaR投资组合优化线性
规划模型还原为非线性规划 。通过引入缩进因子 ，改进 PSO算法 ，使粒子在迭代过程中保持在可行域内 。最后 ，通过算

例证明了该文方法的有效性 ，计算结果表明 ，投资组合优化后的损失期望收益率 、标准差 、受险价值 、条件受险价值等重

要风险衡量指标都有了较大改进 。
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Research on Improved Particle Swarm Optimization Algorithm for
Portfolio Optimization Based on CVaR

ZHOU Shi-hao ，NI Yan-sen
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Abstract ：　 In this paper ，we research the portfolio optimization based on CVaR ．In order to avoid the drawback of dimension obsta-
cle ，a portfolio optimization linear program model based on CVaR ，which is proposed by Fredrik ，is reverted to a nonlinear one ．Guaran-
teed by the indentation factor ，the improved PSO algorithm can keep the iteration particles in feasible region ．Finally ，we prove the ef-
fectiveness of this method by a numerical example ．The results show that the optimized portfolios’ expected yield rate ，standard devia-
tion ，VaR and CVaR obviously decrease ．
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马科维茨首先讨论了不确定性经济系统中最优资产组合的选择问题 ，提出了投资组合的“均值-方差”理

论
［１］

。该理论从风险资产的收益率与风险之间的关系出发 ，以方差为风险函数 ，求在一定的收益水平下方差

最小的投资组合 ，为风险和回报的权衡提供了可行的量化手段 。

１９９３年 ，国际清算银行提出了“风险价值”
［２］

（Value-at-Risk ，简称 VaR）的概念 。 VaR方法可以事前计算
风险 ，还可以衡量全部投资组合的整体风险 ，因此越来越多的金融机构采用 VaR测量市场风险 ，VaR逐渐成
了度量金融风险的主流方法 ，许多金融机构及其业务部门在投资选择时 ，都考虑要满足 VaR约束 。

作为 VaR的改进 ，Rockafellar和 Uryasev［３］描述了一种投资组合优的新方法 ，称为 Conditional Value-at-Risk
（CVaR） ，提出了 CVaR的概念 ，同时还给出了正态分布下的线性资产组合的 CVaR风险值的基本计算方法 。

此后 ，Jonas Palmquist等在对均值 ——— CVaR有效前沿进行研究的基础上 ，又进一步基于 CVaR约束探讨了投
资组合最优化问题 ，同时用历史模拟法进行了 １００种股票的 CVaR值优化计算［４］

。这些学者的研究在一定条



件下得到有效前沿的 ３种等价定义和样本逼近的近似算法 。此后 Rockafellar等对 CVaR的优化算法和应用
作了较详细的综述 ，并推广到损失服从一般分布的 CVaR模型［５］

。

CvaR可以通过构造辅助函数来计算 ，Fredrik［６］
进一步提出将 CVaR约束的投资组合优化问题可转化为

线性规划 ，并通过求解线性规划得到最优解 。但是 ，转化之后约束的维数会变得很大 ，为求解带来障碍 。所

以 ，将该模型还原为非线性规划 ，通过引入缩进因子 ，提出了适合求解带 CVaR约束投资组合优化问题的改
进 PSO算法 。

1 　 CVaR风险度量下的投资组合优化模型
1 ．1 　 CVaR的定义

CVaR（Condition Value at Risk） ，即条件风险价值 ，反映了超额损失的平均水平 ，它比 VaR更能体现投资组
合的潜在风险 。其含义可解释为 ：在一定的置信水平上 ，损失超过 VaR的潜在价值 ，也就是指损失超过 VaR
的条件均值 。

可用数学表达式表达如下 ：

CVaRk 亖＝ VaRk ＋ E［ f（x ，y） － VaRk | f（x ，y） ＞ VaRk ］

＝ E［ f（x ，y） | f（x ，y） ＞ VaRk ］ （１）

其中 ：X ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）T 为 n种资产的投资权重向量 ；Y ＝ （y１ ，y２ ，⋯ ，yn ）T 为引起组合价值发生损失的市
场因子 ，可以理解为资产价格 ；f（x ，y）为组合的预期损失函数 ；k为置信水平 。易知 ：CVaR ＞ VaR 。

也可以用更加详细的公式来表达 CVaR ，现设 p（y）为向量 Y 的密度函数 ，则对任意的 a ∈ R ，预期损失

的分布函数可以表达为 ：

ψ（x ，α） ＝ ∫
f（ x ，y） ≤ α

p（y）d y （２）

它是关于 a的非增 、右连续函数 ，则对于任意置信水平的 k ∈ （０ ，１） ，

VaRk ＝ min｛ α ∈ R ∶ ψ（x ，α） ≥ k｝ （３）

于是

CVaRk ＝ VaRk ＋ E［ f（x ，y） － VaRk | f（x ，y） ＞ VaRk ］

＝ （１ － k）－１

∫
f（ x ，y） ≥ VaRk （ x）

f（x ，y）p（y）dy （４）

1 ．2 　带 CVaR约束的投资组合优化模型
由 CVaR的定义 ，很难直接计算出 CVaR 。因为不管是离散型的 CVaR ，还是连续型的 CVaR ，都要涉及到

VaR这个参数 ，这里通过构造辅助函数来解决 CVaR的计算 。

Fβ （x ，α） ＝ α ＋
１

１ － β∫y ∈ Rn
［ f（x ，y） － α］

＋ p（y）d y （５）

　 　可以证明 Fβ （x ，a）关于 x和 a的凸函数 ，且是连续可微的 ，它作为优化目标可以得到局部最优解 ，得到

的这个局部最优解就是全局最优解 ．可以得到以下公式 ：

CVaRβ ＝ 矱（x） ＝ min
y ∈ Rn

Fβ （x ，α） （６）

　 　若令 Aβ （x）＝ arg
α ∈ Rn

min Fβ （x ，α）则 Aβ （x）是一个非空 、闭的有界集 ，它的下界就是置信水平为 β的 VaR值
αβ （x） ，特别地 ，以下的情况总是成立 ：

αβ （x） ∈ arg
α ∈ Rn

min Fβ （x ，αβ （x）） （７）

矱β （x） ＝ Fβ （x ，αβ （x）） （８）

　 　当 Y为连续型随机变量时 ，Fβ （x ，α）是 x和 α的凸的连续可微函数 ，矱β （x）就可以很简单通过求解 Fβ

（x ，α）关于 α的一阶导数获得 ，此时 Aβ （x）仅含一个点 ，该点就是 VaR值 ．

在用 CVaR作为风险度量上具进行投资组合优化时 ，Fβ （x ，α）为连续的 ，函数 Fβ （x ，α）可由下式近似表

示 ：
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Fβ （x ，α） ＝ α ＋
１

J（１ － β） 钞
J

j ＝ １

［ f（x ，yj ） － α］
＋

（９）

　 　从而 ，Fredrik［６］
给出了如下线性规划模型 ：

min 矱（z ，α） ＝ α ＋ v 钞
J

j ＝ １

zj （１０）

s ．t ．Zj ≥ 钞
n

i ＝ １

（（bi － yij ）xi ） － α ，i ＝ １ ⋯ n ，j ＝ １ ⋯ J （１１）

Zj ≥ ０ ，j ＝ １ ⋯ J （１２）

li ≤ xi ≤ ui ，i ＝ １ ⋯ n （１３）

钞
n

i ＝ １

bi xi ＝ 钞
n

i ＝ １

bi ，i ＝ １ ⋯ n （１４）

　 　其中 v（（１ － β）J）－ １为 x ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）第 i种债券优化后与优化前的价值比 ；b ＝ （b１ ，b２ ，⋯ ，bn ）是
期末债券的实际价值 ；y ＝ （y１ ，y２ ，⋯ ，yn ）是债券期末各种可能的价值 ；J为模拟次数 ；组合损失函数 f（x ，y）
＝ （b － y）T x ；约束条件（１３）是为了避免债券的头寸过大或过小 ，其中 li 是头寸下限 ，ui 是上限 ；当不允许卖

空时 li ≥ ０ ；约束条件（１４）为保持组合价值不变的约束 。

由于上述的线性问题 ，会由于维数太大带来求解障碍 ，我们将上述线性规划问题还原为非线性规划模

型 ：

min矱（z ，α） ＝ α ＋ v 钞
J

j ＝ １

（（b － yi ）xT － α）
＋

（１５）

li ≤ xi ≤ ui ，i ＝ １ ⋯ n （１６）

钞
n

i ＝ １

bi xi ＝ 钞
n

i ＝ １

bi ，i ＝ １ ⋯ n （１７）

2 　带缩进因子的改进 PSO算法
粒子群优化算法（PSO）是一种模拟生物行为的演化算法［７］

，首先系统初始化为一组随机解 ，然后粒子在

解空间追随最优的粒子进行搜索 ，通过迭代搜寻最优值 。同遗传算法比较 ，PSO的优势在于容易实现并且没
有许多参数需要调整 。但是 ，PSO算法的原型适合于求解无约束的优化问题 ，对于带约束的投资组合优化问

题 ，需要对原算法进行改进 ，以保证得到的解在满足约束的可行域内 。

通过引入缩进因子来保证迭代在可行域内进行 。由于目标函数为凸函数 ，可行域又是凸集 ，最优解会在

可行域边界出现 ，所以我们通过缩进因子将移动出可行域的粒子拉回到可行域边界处 。首先 ，对于当前的可

行解 ，检查是否满足第 １个约束条件（１６） ，若不满足则舍弃 ；若满足则进一步检查是否满足第 ２个约束条件

（１７） ，若不满足则引入缩进因子 k ＝ 钞
n

i ＝ １
bi ／钞

n

i ＝ １
bi xi ，使得第 ２个约束等式成立 ，这样可以将当前解移动到可行

域边界 。

以二维为例 ，G 表示可行域 ，缩进因子的几何意义如图 １所示 。按照当

前解的位置可分为两种情况 ：当粒子 A１ 处于可行域内部时 ，将当前解乘以

缩进因子 k（k ＞ １）得到新解 A′１ ；当粒子 A２ 处于可行域外部时 ，将当前解乘

以缩进因子 k（k ＜ １）得到新解 A′２ 。
改进 PSO算法的主要计算步骤如下 ：

Step １ ：给出粒子群规模 NP ，最大迭代次数 itermax ，以及 ωmax ，ωmin和精度

要求 ε＞ ０ 。随机初始化粒子群及其速度 ；

Step ２ ：以公式（１５）的目标函数为适应度函数 ，计算粒子的适应值 。根据粒子的适应值 ，找到粒子的个体

极值 Pbest（ i） ， i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n和全体极值 Gbest 。
Step ３ ：按照公式 ω ＝ ωmax － iter· ωmax － ωmin

itermax ，计算惯性权重 ω 。
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Step ４ ：根据 Vk ＋ １

t ＝ ω·Vk
t ＋ c１ · r１ ·（Pbest （ t） － Zk

t ） ＋ c２ · r２ ·（Gbest － Zk
t ）更新粒子速度 ；根据 Zk ＋ １

t ＝ Zk
t ＋

Vk ＋ １

t 更新粒子位置 。

Step ５ ：检查每个粒子位置是否满足约束条件 。首先检查是否满足第 １个约束 ，若不满足则舍弃该粒子 ，

重新随机生成新的粒子替代 ；若满足则检查是否满足第 ２个约束 ，若不满足则通过每次将当前解乘以缩进因

子 k ，使得粒子回到可行域内 。

Step ６ ：更新粒子个体极值 Pbest（ t） ， t ＝ １ ，２ ，⋯ ，NP和全体极值 Gbest ，如果 Gbest达到精度要求则停止 ，

输出最优的粒子即为近似解 。否则转到 Step ３ 。
3 　 CVaR投资组合优化算例与分析

选取 ２０种债券来优化其投资组合的信用风险 。假设债务人信用等级取决于其资产价值 ，资产价值服从

正态分布 。用 yij表示一段时间后第 i种债券的第 j个“情景”价值 ，其中 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，２０ ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，２０ ０００ ，其

值采用蒙特卡洛法模拟得到 。其他参数的值如下表所示
［８］

：

表 1 　各参数的设定值

原组合 Var（万元） 原组合 Cvar（万元） 置信水平 β 情景数量 J
３０４ 换．１ ６５０ 蜒．２ ０ 4．９９ ２０ 貂０００

头寸下限 l 头寸上限 u v 总价值 beq（万元）

０ 浇２ 佑０  ．００５ ３ 煙７２３ ．８１

表 2 　各结果的比较

初始组合 优化后组合 有利变化幅度％

期望收益率 -０ #．９１０ ３ ０ 骀．８３８ ９３ １９２ -．２％

期望损失 １５ M．８８７ -４１ D．１６７ ３５９ -．１％

标准差 １４０ w．６６ １１４ t．９ １８  ．３％

Var ３４２ w．５１ ２２４ _．４７ ３４  ．５％

CVar ３９１ w．６７ ２６６ _．８５ ３１  ．９％

另外 ，期末债券的实际价值向

量 ：b ＝ ［４４ ．０９ ，８２ ．４０ ，８１ ．４６ ，

６６ ．３１ ，８０ ．５２ ，５７ ．３２ ，６４ ．８０ ，

２６ ．４４ ，５ ．７６ ，６８ ．３０ ，７４ ．５７ ，

１８ ．２０ ，３４ ．４６ ，７４ ．１０ ，２２ ．３１ ，

８９ ．９１ ，４４ ．０７ ，３０ ．８２ ，７５ ．２１ ，

７２ ．７６ ］

利用改进的 PSO 算法进
行求解 ，迭代 ２００ 步可得到近

似最优解为 ：

x ＝ ［０ ，２ ．０７５ ７ ，２ ．０７５ ７ ，

０ ， ０ ． ９０２ １５ ， １ ． ４３６ ９ ，

１ ．９４４ ３ ，０ ，０ ，０ ，１ ．０５８ ９ ，０ ，

０ ，２ ．０７５ ７ ，０ ，０ ．６２２ ０４ ，０ ，

１ ．５５３ ４ ，２ ．０７５ ７ ，０］

CVaR计算的结果 ，以及与 VaR模型的计算结果比较如下 ：

从表 ２可以看出 ，优化后的组合期望收益率虽略有降低 ，期望损失略微增大 ，但是其风险测量指标 ，无论

是标准差 、受险价值 、条件受险价值同步降低 ，特别是条件受险价值降低显著 。可知 ，优化后的组合对抗极端

损失能力显著提高 。由此可见 ，文中给出的非线性模型及改进的 PSO算法有效的降低了组合信用风险 。

4 　结 　语

现代组合投资理论提出以最小方差资产组合集合的思想和方法 ，运用统计分析技术定量地分析组合对

投资期望收益率及风险的影响 ，提出了有选择地构造有效的证券组合的方法 ，并根据投资者对收益和风险的

偏好合理地进行投资抉择 。

引入缩进因子改进了 PSO优化算法 ，对 CVaR约束投资组合优化的非线性规划模型进行了求解 ，避免了

维数障碍的问题 。通过算例分析可以看出 ，调整后的投资组合和调整前的投资组合相比较 ，调整以后的投资

组合收益虽然略微减少 ，但风险大大降低 ，优化后的组合对抗极端损失能力显著提高 。因此 ，这种方法对最

优投资组合模型的求解是可靠和有效的 ，可以利用这种方法来了解投资组合中更多的风险信息 ，并在证券投

资组合中的进行一些分析和研究工作 。
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